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Del A

1. a) Vidrdena A =-2, A =1 och A =3 ska vara egenvarden till A och ska déarfor uppfylla
den karakteristiska ekvationen
det(A — AE) = 0.

Detta ger oss de tre determinantvillkoren
det(A+2E)=0, det(tA—E)=0 och det(A-3E)=0.

b) for all=-2:2,

for al2=-2:2,
for al3=-2:2,
for a21=-2:2,
for a22=-2:2,
for a23=-2:2,
for a31=-2:2,
for a32=-2:2,
for a33=-2:2,
A = [all al2 al3; a2l a22 a23; a3l a32 a33];
if (det(A+2*eye(3)) == 0) && ...
(det(A-eye(3)) == 0) && ...
(det(A-3*eye(3)) == 0)
disp(A)
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
2. Forslag:

a) Ekvationssystemet Ax = 0 har en parameterlosning eftersom detA =0.
b) Att vektorerna {u1,u,,us} dr en bas for R® betyder att de dr linjdrt oberoende.
¢) Om tre vektoreri R® &r linjért beroende sa ar de parallella med ett och samma plan.

d) Enmatris A ar diagonaliserbar d& A:s egenvektorer &r linjart oberoende och lika manga
som antalet kolumneri A.

3. Viharatt
3 -2 -4 1 7
Aup = 3 -9 3 0= 0 |=7uy,
-1 -4 -1 -7
3 -2 - 2 0
Auz = 3 -9 3 1 = 0 = Ouz,
-1 -4 6 1 0
3 -2 - 1 -7
Ausz = 3 -9 3 3 =1 =21 |=-7us,
-1 -4 6 1 -7
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och kan avlédsaatt u;, up och us3 dr egenvektorer som svarar mot egenvardena A1 =7, A, =0
respektive A3 = 7.

En diagonalisering av A dr dérfor

| | ][ Ay 000 ]{ L ]
u u us 0 A 0 u uz us

| | 0 0 4s b
2 1 7 0 0 1 2
1 3 ][ 0 0 0 ][ 0 1
1 0o 0 -7 -1 1

4. a) Alla punkter pd z-axeln har koordinater pd formen (0,0,t) for ndgot t. Stoppar vi in
dessa koordinater i konens ekvation far vi

N

—_

4+ —yz-y=4-0+0>-0-t-0=0,

dvs. konens ekvation dr uppfylld vilket visar att punkterna pa z -axeln ligger pa konen.

b) Konen skér planet langs en kurva som har ekvationen
4°+17-1-2-1=0 & z=41,

dvs. en parabel. Vi far tvd punkter pa parabeln genom att t.ex. sdtta x =0 och x =1 i
parabelns ekvation och far da z = 0 respektive z = 4. Tva punkter pa parabeln dr alltsa
(0,1,0) och (1,1,4).

¢) Konen skir planet z =1 lings en kurva som har ekvationen
P+ -yz-y=0 © 4x*+y -2y=0.

Vi kvadratkompletterar y och far ekvationen for en ellips,
i
(b
Nu kan vi avlédsa att huvudaxlarna dr x - och y-axlarna och storaxelns langd dr 2-1 =2
(i y-riktningen) och lillaxelns langd &r 2 - % =1 (i x-riktningen).

W+ (y-17-1=0 o +(y-17=1

Del B
5. a) Vektorerna dr linjdrt oberoende om vektorekvationen
kg + kouy + k3u3 =0

endast har 16sningen k1 =k, = k3 = 0.
Skriver vi vektorerna i kolumnform blir ekvationen

2 1 0 0
1 3 1 0
kl ) + kz 1 + k3 3 =l o
0 -1 1 0
och vinsterledet kan skrivas i matrisform
2 1 0 2 0
13 1 )]0
-2 1 3 k2 1o
0 -1 1 3 0
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Vi loser detta linjdra ekvationssystem med gausseliminering,

2 1 0 0 1 3 1 0 S@

1 3 1 0 j ~ 2 1 0 0 N
2 1 3 0 2 1 3 0

0 -1 1 0 0 -1 1 0

1 3 1 0 1 3 1 0

0 -5 -2 0 N 0 -1 1 0 é@) N

0o 7 5 0 ] 0 7 5 0

0 -1 1 0 0 -5 -2 0

1 0 4 0 1 0 4 0

0 -1 1 01O o 1 4 0 .

0 0o 12 0 @ 0 0 1 0 @

0o 0 -7 Q) 0o 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0o 0 1 0

0 0 0 0

Fran slutschemat avldser vi att systemet endast har 16sningen k; = k, = k3 = 0, vilket
betyder att vektorerna u;, u, och uz dr linjédrt oberoende.

b) Vektorn v har koordinaterna (1,1,3,-2) i basen B = {uy, uy, u3, us} om
v=1-u1+1-u2+3-u3—2-u4
dvs. om

Uy = %(ul +uy; +3uz —v)
=(1,2,51).

Samlingen B = {uy,us,u3,us} dr en bas for R* om vektorerna u;, u,, u; och uy &r
linjdrt oberoende. For att visa detta visar vi att vektorekvationen

k1u1 + k2u2 + k3u3 + k4u4 =0

endast har l1osningen k1 =k, = ks =ks =0.

Vektorekvationen skriver vi i kolumnform

2 1 0 1 0
1 3 1 2 0
k1 ) + k2 1 + k3 3 + k4 5 = 0
0 -1 1 1 0
eller i matrisform
2 1 0 1 ks 0
1 3 1 2 kx| 10
-2 1 3 5 ks 17| 0
0 -1 1 1 ky 0
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Detta system loser vi med gausseliminering,

2 1 0 1 0 1 3 1 2 0 S@
1 3 1 2 0 j 2 1 0 1 0
-2 1 3 5 0 T2 1 3 s 0 )
0 -1 1 1 0 0 -1 1 1 0
1 3 1 2 0 1 3 1 2 0
0 -5 -2 -3 0 0 -1 1 1 0 %%)(})(5)
0o 7 5 9 0 ] T lo 7 5 9 0 )
0 -1 1 0 0 -5 -2 -3 0 Je——
1 0 4 5 0 1 0 4 5 0 J¢——
0 -1 IO 0 1 -1 -1 0
0o 0 12 16 | 0o|@® |o o 1 & | o0 E}MBQ@~
0 0 -7 -8 0 (D) o o 1 & 0
1 0 0 -3 0 1 o0 o0 -1 0
o 1 0 % 0 o 1 o 1 0
0 0 1 % | o0 Tlo oo 1 % | oo )
0 0 0 -% | 0] 0 0 o0 1 0 2}@;
1 0 0 0 0
0o 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Vi avlédser att systemet endast har 16sningen k; = k, = k3 = kg = 0. Vektorerna u;, up,
uz och uy &r alltsa linjért oberoende och B dr ddrmed en bas for R*.

Vi far en vektor parallell med respektive linje genom att vélja tva punkter P och Q pa
linjen och bilda vektorn IYQ) .
e Pa linjen x —y = 0 viljs tex. P = (0,0) och Q = (1,1) och da far vi den forsta
basvektorn till u = 1@) =(1,1).
e Pé linjen x 4+ 2y = 0 véljs t.ex. P = (0,0) och Q = (-2,1) och da fér vi den andra
basvektorn till v = 1?2 =(-2,1).

Vektorerna u och v dr enbas for R* eftersom de inte ar parallella (ej skaldr multipel av
varandra) och ddrmed linjart oberoende.

I basen B = {u, v} betecknar vi koordinaterna med (x’, y’) och basbytesformeln ger da

(o) )=0 TN )

x=x =2y
y=x+y

Alltsa,
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I de nya koordinaterna blir vansterledet i hyperbelns ekvation,
P axy =207 = (=2 ) + (¥ =2y )% +y) - 2( + )
— (x/)Z _ 4x1y/ + 4(y1)2 + (x/)2 _ x/y/ _ Z(y/)Z _ 2(xl)2 _ 4x1y/ _ z(yl)Z
=-9x"y.
Hyperbelns ekvation i de nya koordinaterna &r alltsa

‘v

Xy =-

OIN

7. Vektorn u ska avbildas pd vektorn v som i sin tur ska avbildas tillbaka pd u . Detta betyder
att u avbildas pa sig sjalv med A?, men samtidigt ska u inte avbildas p4 sig sjalv med A
(eftersom u # v). Vi kan sammanfatta detta som att

1. u &dr en egenvektor till A2 med egenvirdet 1,
2. u dr inte en egenvektor till A med egenvédrdet 1, och
3. v=Au.

Egenvirden och motsvarande egenvektorer till A &r

Egenvirde ‘ Egenvektor
A=—_1 | (23,-1517)
A=0 (6,-5,5)
A=1 (1,-1,1)

och detta medfér att matrisen A? har foljande egenvirden och motsvarande (linjirt oberoen-
de) egenvektorer:
Egenvirde ‘ Egenvektor

A=1 | (23,-15,17)
A = 0 (6r _5/ 5)
A=1 1,-1,1)

Vektorn u ska alltsa tillhéra delrummet span{(23, -15,17), (1, -1, 1)} men inte del-delrummet
span{(1,-1,1)} . Ett exempel dr u = (23,-15,17) och déd 4r v = (-23,15,-17).

8. a) Egenvidrden och motsvarande egenvektorer till A dr

Egenvirde ‘ Egenvektor
M= 10 V5) | w =@ 1-+5)
M=11+V5) | w=2,1+5)

En diagonalisering av A &r darfor

o 22 \[ifa-v®) 0 2 _ 2
A—PDpl—(1—x/§ 1+\/5)(2 0 %(1+«/§))(1—‘/5 L+V5

-1

b) For en diagonalmatris
(M0
P ‘( 0 )

gdller att dess heltalspotenser ges av

A0
n—| ™M
o= 0 )
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I vart fall betyder det att

A" = pD"p!

_ (3a- \/_) 0 2 2 )
B 1—«/’ 1+«/’ (1a+v5) J{ 1-v5 1++5
_ (- \/_ 0 1 (Ve+1 2
B 1—\/’ 1+x/' (1a++V5)" Jav5( V5-1 2

2(21-+5)) (1+\/_) _(\/5+1 —2]
((1 \/—)n+1 ((1+\/—)n+1 \/— \/5_1 2

_ 1 (a b
_2\/5 A+l bn+1 !

dar

2

St

o= (S50) B+ (L8] (B -y

bnz—z(

c) Anvénder vi resultatet i deluppgift b far vi att

_ 1 a, + by
N AR R

Alltsd ar




