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(a) Overforingsfunktionen fran r till e ges av

g 1 B s+3 _s+3
1+ FG s+3+2(s+2) 3s+7

som ar stabil varfor vi kan anvianda slutvirdessatsen och rakna ut

lim e(t) = lim sFE(s) = lim S(s) = 3/7 = 0.43.

t—o00 s—0 s—0

Overforingsfunktionen fran referens till utsignal ér

FG 25 +4 2544

G, = = —
1+ FG  s+3+2(s+2) 3s+7

Stationdrt ges utsignalen av y(t) = 2|G.(7)|sin(t + arg G.(i)), dar

2% +4] V2
(i) = 24 V20 g
13 +7 /58

arg G.(i) = arctan 2/4 — arctan 3/7 = 0.059

Svar:

- Det statiska reglerfelet ar 0.43.
- Utsignalen blir y(t) = 1.17sin(t + 0.059)

(b) Se bild

1
-
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I jamviktspunkten ar 6 = 0 (och @ = 0) vilket ger att cos(d, — 7/2) = 0, dvs
0, = km, k = 0,1,.... Vi viljer att linjérisera kring 6, = 0. Infor tillstinden
x1 = 6 och x5 = 6. Da kan vi skriva systemet pa tillstandsform

.ifl = X9
iy = 4 cos(zy — 7/2) + jucos(zy)
Den forsta ekvationen &ér redan linjéar, den andra linjariseras till
Ty~ —9sin(f, — m/2)x1 — %uo sin(6,)z1 + %cos(&o)u = 4w + %u
Svar:
jfl = T2

q 1
Ty = %ZEl +7u

Systemmatrisen for det aterkopplade systemet blir

0 1
A= |i(M+m)g—l1 1_2:|

Mi - Ml
som har karakteristisk ekvation A(A + 42) — %. Ett polynom A2 +a\ +b

har rotter strikt i vénster halvplan om och endast om a > 0 och b > 0. Det ger
att systemet dr stabilt om Iy > 0 och i > (M + m)g. Med Iy = 0 (dvs med
F = —110) gar det alltsa inte att stabilisera pendeln.

Eftersom pendeln antags vara asymptotiskt stabil sa kommer 6 och 0 ga mot 0
nar ¢t vaxer. Det innebér att &ven # kommer ga mot 0 och att £ kommer na ett
konstant virde. Den inledande transienten for 6 och 0 gor dock att & ar skilt fran
0 under transienten vilket gor att & ror sig fran sitt initialtillstand och stannar
pa ett virde som &r skilt fran 0. Alltsa kommer vagnen réra sig med en konstant
hastighet och positionen x vixer obegrénsat.

Lat a; = %, ay = %, b = Mil och by = % Da blir styrbarhetsmatrisen
0 b1 0 a1b1

b1 0 a11)1 0

0 bg 0 agbl

bg 0 agbl 0

[B AB A’B A®B] =

som har full rang om a1by # asby, dvs om M # 0 vilket vi far anta géller.
Eftersom systemet ar styrbart kan vi valja godtyckliga poler med hjalp av till-
standsaterkoppling. Svaret ar alltsa ja; pendeln och vagnen gar att stabilisera.



3.

(a)

Det aterkopplade systemet med P-regulator ges av

s(s+1)?* s(s+1)2
s(s+1)2+ Ky 83425245+ K

c

Systemet har tre poler och om det ska sjidlvsvinga stationdrt maste tva av
polerna ligga pa imaginira axeln och den tredje maste vara stabil och ligga pa
negativa reella axeln. For nagon frekvens w maste det alltsa gélla att

0 = (iw)® 4 2(iw)? + iw + Ky = —iw® — 2w? + iw + K
vilket ger tva ekvationer (real- och imagindrdelarna maste bada vara 0):

Cmw=w=1
Ko=2w?=2

Med Ky = 2 far vi polpolynomet
428 Fs+2=(s"+1)(s+2)

och vi kan kontrollera att den tredje polen &r stabil (s = —2).

Vinkelfrekvens w = 1 rad/s motsvarar en periodtid pa Ty = 2x. Detta ger
parametrarna till PID-regulatorn enligt tabellen:

Kp:1.2, T[:ﬂ', TD:ﬂ'/4
och vi kan ridkna ut (numeriskt med réaknare)

G(0.77i)F(0.77i) = —0.8980 — 0.4311i

och vi kan verifiera att beloppet ér 1 (1/0.89802 + 0.43112) och att argumentet
dr —154° (arctan 0.4311,/0.8980 — 180°)

Vi konstruerar en lead/lag-regulator:

1 1
F(S):KTDS+ T7S +
Btps + 171rs+ 7

Samma stigtid = oférédndrad skérfrekvens: w. = 0.77 rad/s. Betydligt mindre
overslang = betydligt storre fasmarginal, t.ex ¢, = 70° (med marginal fér lag-
lank). Vi berdknar arg G(0.77i) = —165° vilket gor att vi maste hoja fasen med
55° = [ = 0.1 och 7p = ﬁ = 4.1. Eftersom bade G' och PID-regulatorn
har varsin integrator sa kommer felen vid steg och ramp bada vara 0. Vi be-
hover alltsa lagga till en lag-link med en ren integrator, dvs v = 0. Vi vil-
jer 71 = 10/w. = 13. Forstarkningen K véljs sa att vi far rétt skirfrekvens:

_ Briwe  _
K = wmmmimear = 0-38.



4.

(a)

Vi borjar med positiva K. Eftersom L := G'F inte har poler i HHP sa blir kravet
att Nyquistkurvan inte omsluter -1. Vi berdknar hur kurvan ~ i Figur 3.24 i
kursboken avbildas. Positiva imagindra axeln har vi fatt given, den negativa
imaginira fas genom att spegla i reella axeln. Vi har att |L(Re™)|] — 0 da
R — o0 sa den stora cireklbagen avbildas pa origo. For den lilla halvbagen far
vi (for sméa r) att

i(m—w)

—-0.35 0.35
= —ce

rew r

L(re™) ~

Nar w 16per i negativ riktning fran 7/2 till —7 /2 s& avbildas den lilla cirkelbagen
pé en stor (odndlig da r — 0) cirkelbage som gar i postiv riktning fran = /2 till
37/2, dvs i en stor bage 6ver véanster halvplan. Oavsett hur den kurvan skalas sa
omsluts punkten -1. Det finns alltsa inga positiva K som ger ett stabilt system.
For negativa K far vi spegla hela den avbildade kurvan i reella axeln (egentligen
ocksa den imagindra, men kurvan dr ju symmetrisk sa det gor ingen skillnad).
Lat N = —K, da motsvarar den speglade kurvan N = 1. Skirningspunkten pa
negativa reella axeln ges av —L(0.707i) = —0.7 Da ser vi att punkten -1 omsluts
om kurvan skalas med en faktor storre &n 1/0.7. Systemet &r alltsd stabilt om
0< N <1/0.7, eller —1/0.7 < K < 0. Se bild for skissade Nyquistkurvor.

Polpolynomet ges av s(s + 1) + 0.7K (s — 0.5). Vi borjar med positiva K som
ar normalfallet. Rotorten har alltsa startpunkter i s = 0 och s = —1 och en
slutpunkt i s = 0.5. Det finns en asymptot i riktning 7. De delar av reella axeln
som dr med &r de med udda antal start /slutpunkter till hoger, dvs (—oo, —1] och
[0,0.5]. Dessa delar av reella axeln utgor hela rotortemn for K > 0, se bild pa
nésta sida. For negativa K forstar vi att det ar den resterande delen av rotorten
som géller. Se Appendix 3.A i kursboken sa finner ni att de delar av reella axeln
som #ar med &r precis de som inte dr med for positiva K. Start-/slutpunkter
ar forstas samma, men asymptoten gar i riktning 0 istdllet. Rotorten korsar
imaginéra axeln for K = —1/0.7. Se bild nésta sida.



Stabila K
-1/0.7 <K<0




D.

(a)

Forst noterar vi att F'° kan skrivas
Fo(s)=F(s)e™ ™ =F(s)(1—e ™ —1):=F(s)(1 = Ap(s))

dvs Ap(s) = e *" — 1. Sen kontrollerar vi att villkoren fér robusthetskriteriet
ar uppfyllda: vi har en stabil aterkoppling utan modellfel; modellfelet infoér inga
nya poler i HHP for kretsforstarkningen; kretsforstarkningen gar mot 0 nér
|s| gar mot odndligheten, bade utan och med modellfel. D& kan vi stélla upp
robusthetskriteriet som séger att systemet med modellfel ar stabilt om

_ 1+ Fw)Giw)]
T (iw)] | F(1w) G (iw)]

|Ap(iw)] , Yw

Fran de givna plottarna ser vi att det inte ar uppfyllt for alla w och da kan ingen
slutsats om stabilitet dras fran robusthetskriteriet, (som bara ar ett tillrackligt
villkor).

Tidsfordrojningen paverkar inte amplituden sa skirfrekvensen blir oférandrad.
Tidsfordrojningen ger ett negativt fasbidrag

arge 7T = —wr = —4.52 % 0.25rad = 65°

Eftersom fasmarginalen var 73° sa finns fortfarande 8° fasmarginal kvar sa sy-
stemet forblir stabilt (men prestanda kommer ha paverkats signifikant).

Robusthetskriteriet baseras pa Nyquistkriteriet. Den nominella kretsforstérk-
ningen forutsétts vara stabil, s Nyquistkurvan ligger till hoger om punkten -1.
Villkoret for stabilitet dr att modellfelet inte flyttar Nyquistkurvan sa att den
hamnar till vinster om -1. Istéllet for att kontrollera det exakta utseendet pa
modellfelet tittar man har enbart pa beloppet. Om beloppet av modellfelet i en
viss frekvens &r mindre &n avstandet till -1 fran den nominella kretsforstérk-
ningen i den frekvensen sa ligger den punkten fortfarande till héger om -1. Om
det ar uppfyllt for alla frekvenser ar systemet garanterat stabilt. Det skuggade
omradet i bilden visar detta kriterium: om hela det skuggade omradet ligger till
hoger om -1 sa &r systemet garanterat stabilt. Det verkliga modellfelet ligger
alltid innanfor det skuggade omradet men behover inte ligga pa randen. Detta
gor att kriteriet bara ar tillrickligt och inte nédvindigt. Aven om -1 ligger i det
skuggade omradet sa kan det verkliga modellfelet ligga till hoger. Det &r precis
vad som hénde i den har uppgiften och det fallet visas i den nedre plotten for
7 = 0.25. I det fallet kan man alltsa inte dra nagon slutsats fran robusthetskri-
teriet. I den ovre plotten daremot hade man kunnat dra slutsatsen att systemet
var stabilt for 7 = 0.1 eftersom hela det skuggade omradet ligger till hoger om
-1.



