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Kapitel 14.1 Introduktion till tillstindsmodeller

Definition av tillstandsmodell

@ Hittils har vi beskrivit system med hjalp av differential- (eller
differens-) ekvationer och 6verféringsfuktioner.

@ Ett annat satt att beskriva ett system ar med hjélp av en
tillstandsmodell.

@ En tillstandsmodell bygger pa att vi definierar systemets tillstand
med hjalp av ett antal tillstandsvariabler.

o TillstAndsvariablerna for ett system innehaller tillsammans all
information som krévs for att vi ska kunna rakna ut hur systemet
kommer att reagera pa en insignal.
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Varfor anvanda tillstAndsmodeller?

@ Tillstindsmodeller ger mycket enklare berékningar &n
Overfoéringsfunktioner fér komplexa system. Det kan vara
exempelvis system med mer &n en in- och/eller utsignal eller
system dar det ar svart att stélla upp sambandet mellan in- och
utsignal i en enda differentialekvation.
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Differentialekvationer i tillstandsmodeller

@ Sambanden mellan tillstandsvariablerna i en tillstdndsmodell
beskrivs med ett system av férsta ordningens
differentalekvationer, hégre ordning anvands aldrig.

@ Det behdvs inga differentialekvationer for att beskriva sambandet
mellan tillstAndsvariablerna och utsignalen. Utsignalen definieras
istallet som en linearkombination av tillstandsvariablerna.
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Ett forsta exempel

@ Antag att vi har ett system med en ingang och en utgang, vilket
beskrivs av differentialekvationen y” + 5y’ 4+ 3y = 4u. Det har
alltsa dverféringsfunktionen G(S) = % = ZresTs

@ For att géra om det till en tillstAndsmodell maste vi for det forsta
definiera tillstdndsvariabler och fér det andra skriva om
differentialekvationen till ett system av férsta ordningens
ekvationer i stéllet fér en ekvation av hégre ordning.

@ Definera tillstandsvariablerna x; = y och xo = y’. Vi kan nu skriva
differentialekvationen som ett system av férsta ordningens

differentialekvationer:

x| = xo X =x
Xy +5x% +3x; =4u | xb=—5x —3x +4u
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Ett férsta exempel, forts

@ Ovanstdende ekvationer kan skrivas om pa matrisform:

IR RN NE

@ Sedan lagger vi till en ekvation som visar hur utsignalen beraknas
med hjalp av tillstandsvariablerna.

y = x1, vilket pa matrisform bliry = [ 1 0 |- [ ? ]
2
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Ett férsta exempel, forts

@ Systemet beskrivs nu fullstdndigt av de tre matriserna

A:[_g _;],B:[g],C:[1 0]

och ekvationerna x' = Ax+Bu, y = Cx

@ Matriserna och ekvationerna ovan ar systemets tillstandsmodell,
dvs de beskriver systemet pa tillstandsform.
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Generell form fér enkelvariabla system

@ Ovanstaende exempel kan generaliseras och matrisekvationerna
ser da ut sa har:

X3 apn arg -+ anp X1 by
!
X5 a1 axp -+ ap Xo b2
. = . : + u
/
Xn ant dpe - Aapn Xn bn
X1
X2
y=[e e - ¢ ]| . |[+[d]u
Xn

@ Matrisen A kallas systemmatris, B insignalmatris,
C utsignalmatris och D direktmatris.



Kapitel 14.1 Introduktion till tillstindsmodeller

Direktmatris saknas normalt

o Direktmatrisen, D, motsvarar en koppling direkt fran insignal till
utsignal, vilket &r extremt ovanligt fér de processer vi kan tankas
reglera. Denna matris ar darfér i princip alltid 0, sddana system
kallas strikt propra.
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Generell form for flervariabla system

@ System med mer &n en in- och utgang kan beskrivas pa samma
satt. Insignalmatrisen maste da ha lika manga kolumner som det
finns ing&nger och utsignalmatrisen lika manga rader som det

finns utgangar:

Xi ayy  ap - ap X by1 b2 - byp U
Xp a1 ap - agp X2 bat b - byp U2
= : . + . : . . . i
Xp ant a;,g ann Xn bn1 b,.72 bnp up
" c11 G2 Cin X1
y2 C1  C22 C2n X2
Yq Cqt Cq2 Cgn Xn
@ Ovanstdende system har n tillstandsvariabler, p insignaler och q
utsignaler.
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Val av tillstandsvariabler

@ Kravet néar vi véljer tillstdndsvariabler ar, som tidigare namnts, att
de till fullo beskriver systemet.

@ Det finns normalt olika upsattningar tillstandsvariabler som alla
uppfyller det kravet.

@ En vanlig metod nar vi med hjalp av naturlagar staller upp en
modell av ett fysiskt system, ar att lata tillstAndsvariablerna
representera olika energier (rérelseenergi, lagesenergi, elektrisk
energi osv).
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Tillstandsmodell for ett nivasystem

@ Systemet bestar av tre vattentankar, en bild finns pa sid 267.

@ Viantar att ventilerna i utfédena ar linedra, dvs att fédet genom
ventilen ar proportionellt mot nivan i tanken ovanfér ventilen,
Vi = k,' . h,'

o For varje behallare galler d& ekvationen A; 2% = ul, — uf,,, dar A;
ar bottenarean av tank /, h; ar vatskenivan i tank i, uj, ar inflédet
till tank i och u, &r utflédet fran tank i.

@ Detta ger féljande tre ekvationer:
A = Uy —vi = Uy — k- hy
A d‘?tz :U2—V2—U2—k2'h2
A3dh3 =Vi+Vo—V=Kk -hi+k-h—v
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Tillstandsmodell for ett nivasystem, forts

@ P& matrisform blir detta:

k; 1
h A ko 0 hy A 10 0 t
h:2 = ko —koo |+ 0 4 1o A w
H, k kg hg 0 0 —4 v

@ Forutsatt att utsignalen ar hs far vi féljande (triviala) ekvation for
utsignalen.

[hs]=[0 0 1] | he
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Tillstandsmodell for ett system beskrivet med blockschema

@ Systemet visas i bilden pd sid 270.

@ Har finns ingen fysikalisk betydelse av systemet, sa vi kan inte
vélja energinivaer som tillstAndsvariabler. Vi valjer istallet
utsignalerna fran de tre blocken, dvs signalerna xi, xo, x3. Detta
val ar bra eftersom dverféringsfunktionerna for blocken enkelt
visar hur en tillstandsvariabels derivata beror av de tre
variablerna.

@ Detta ger féljande tre ekvationer:

X; = —2x1 +4u
Xy = —0.2x +0.2v

Xt = —4x3+ X1 + X2

17/50
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Tillstandsmodell for ett system beskrivet med blockschema,

@ Pa matrisform blir detta:

e -2 0 o0 xq ] 4 0
X |=| 0 —02 o x |+ 0 02 [‘;]
x4 1 1 —4 X3 | 0 ©
F
(y]=[00 1] |x
L %3
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Kapitel 14.4 For- och nackdelar med tillstandsmodeller

Fordelar med tillstAndsmodeller

@ Om den reglerade processen beskrivs av ett system av férsta
ordningens differentialekvationer, som var fallet med
nivasystemet ovan, ar det ganska rattframt att stélla upp en
tillstandsmodell. Om vi inte ska ha en tillstandsmodell maste vi
utféra algebraiska berékningar for att eliminera variabler och sla
ihop differentialekvationerna.

@ Om den reglerade processen har mer &n en in- och/eller utsignal
(kallas MIMO-system, Multiple Input Multiple Output) ar
tillstdndsmodeller enklare eftersom de kan ha godtyckligt antal
in/ut-signaler utan att berakningarna blir svarare. Anvander vi
istallet dverforingsfunktioner blir MIMO-system snart mycket
komplexa.
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Fordelar med tillstandsmodeller, forts

@ Det finns mer avancerade algoritmer fér dimensionering av
regulatorer med tillstdndsmodeller &n med 6verféringsfunktioner.
Dessa algoritmer ingar dock inte i kursen.

@ Det &r latt att simulera system som ar beskrivna pa tillstdndsform.




Kapitel 14.4 For- och nackdelar med tillstandsmodeller

Nackdelar med tillstAndsmodeller

@ Tillstdndsmodeller &r onddigt komplexa for enkla system.

@ Blockscheman ger en tydligare bild av systemet med
Overféringsfunktioner &n med tillstindsmodeller.
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Ovningsuppgifter

@ 14.4a-b, 14.5, 14.6a, 14.7, 14.8a
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Stationarvérde

Att berékna stationarvardet av ett tillstdndssystem

@ Stationarvardet (slutvardet, steady state value) av ett
tillstAndssystem beraknas genom att sétta tillstandsvariablernas
derivator lika med noll. Eftersom tillstAndsvariablerna inte &ndrar
véarde i stationart tillstAnd maste deras derivator da vara noll.

@ Som ett exempel betraktar vi nedanstaende tillstandsmodell.

MNP HENE




Stationarvérde

Att berékna stationarvéardet av ett tillstdndssystem, forts

@ Lat oss bestdmma stationarvardet da insignalen ar ett
enhetssteg, dvs u = 1. Forst satter vi derivatorna lika med noll.

o)=[2 & [R]+ (5]

@ Detta ger ekvationssystemet

0=2x+4 X =5
0:2X1 +5X2 Xo = —2




Stationarvérde

Att berékna stationarvéardet av ett tillstdndssystem, forts

@ Nu vet vi att i stationart tillstand géller att x; = 5 och xo = —2. Da
kan vi berdkna utsignalen, y:

y=[2 1}-[2]:[2 1}-[_52}:10—2:8




Stationarvérde

Ovningsuppgifter

@ 14.8b, 14.12b, 14.13b
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Kapitel 14.5 Fran dverféringsfunktion till tillstandsmodell

Att transformera éverféringsfunktion till tillstandsmodell

@ Om o6verféringsfunktionen redan ar kand behdver vi inte ta fram
tillstandsmodellen utifran fysikaliska samband, det racker att
transformera dverféringsfunktionen.

@ Vi ska titta pa tre olika satt att transformera en
Overfoéringsfunktion till en tillstandsmodell.
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Metoder att transformera 6verforingsfunktion till
tillstandsmodell

Diagonalform Latt att férsta men kréver att alla poler &r kdnda och fungerar
dessutom endast for reella enkelpoler.

Styrbar kanonisk form Léttare att ta fram &n diagonalform. Fungerar for bade
komplexa och reella poler och kréver inte att polerna &r kanda.
System beskrivna pa denna form ar styrbara, vilket innebar att for
alla tillatna tillstand gar det att berékna en sekvens av insignaler
som forsatter systemet i just det tillstandet.

Observerbar kanonisk form Samma egenskaper som styrbar kanonisk form, men
denna form gor inte systemet styrbart utan istallet observerbart,
vilket innebéar att vardet av alla tillstandsvariabler gar att berdkna om
systemets utsignal ar kand.

31/50



Kapitel 14.5 Fran dverféringsfunktion till tillstandsmodell

Diagonalform

@ Vi har féljande dverféringsfunktion.

bys" ' 4+ bps" 2+ + by
s"+ais" ! faps" 2+ +ay

@ Om systemet endast har reella enkelpoler kan
Overféringsfunktionen partialbraksuppdelas pa nedanstaende
form.

ﬁ1 + BZ 4t Bn
s—A s—A s— A,

@ Detta motsvarar ett blockschema med n parallellkopplade block

enligt bilden pa sid 273.

32/50
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Diagonalform, forts

@ Nu kan vi anvénda utsignalerna fran blocken som
tillstandsvariabler for att beskriva systemet pa tillstandsform:

X

U1: 353111 s Xi(s—=M)=PBiU; x; =Mixi+B1U
% P xos— o) = ol 5= deret BoU
Uu s—»XL’ o

Xn Bn

== D Xo(s—Ap) = BaU; X, = Apxn+ BrU
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Diagonalform, forts

@ Skriver vi detta pa matrisform far vi nedanstédende ekvationer,
vilka beskriver systemet pa diagonalform.

X Ay 0 -~ 0 X1 B
X5 _ 0 A -~ O | x N B2 y
X, 0 0 ) La] LA
X1
y=[11 1] X:Z
X
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Styrbar kanonisk form

@ Vi har féljande éverféringsfunktion.
bis" 1 4+ bps" 24+ b,
s"+ais" ! faps" 2+ +ay
@ Pa styrbar kanonisk form blir detta:

X4 —a —a - —ap-1 —an X1
xé 1 0o - 0 0 Xo
X}, 0 0o - 1 0 Xn
Xq
X2
y=[b b by |
Xn
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Observerbar kanonisk form

@ Vi har féljande éverféringsfunktion.

bis" 1 4+ bps" 24+ b,
s"+ais" ! faps" 2+ +ay
@ Pa observerbar kanonisk form blir detta:

— 1
o o] [2] [
= SRR +| .|
x;, 767";:1 8 8 o] Xn b.n
X1
y:[1 0 --- 0]. *
Xn
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Ovningsuppgifter

@ 14.1a-b, 14.2b-c
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Kapitel 14.6 Fran tillstandsmodell till dverféringsfunktion

Att transformera tillstdndsmodell till dverféringsfunktion

@ Vi utgar fran systemet pa tillstandsform:

x' = Ax+Bu
y=0Cx

@ Laplacetransform ger:
sX=AX+BU
Y=CX

@ Eftersom X &r en vektor géller att X = IX, dar | &r enhetsmatrisen med samma
dimension som vektorn X:

sX = AX+BU; sIX=AX+BU; (sl—A)X=BU; X=(sl—A)"'BU
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Att transformera tillstandsmodell till dverféringsfunktion, forts

@ Satter vi in féregaende ekvation i ekvationen Y = CX far vi:
Y =C(sl—A) 'BU
o Overforingsfunktionen ¥ ar alltsa:

U

G(s)=C(sl—A)'B
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Kapitel 14.6 Tillstindsmodellens poler

Att transformera tillstandsmodell till dverféringsfunktion, forts

@ Som vi nyss sett ar dverforingsfunktionen for en tillstandsmodell:
G(s)=C(sl-A)"'B

@ Systemets poler & som bekant nollstallena for
Overfoéringsfunktionens ndmnare. Eftersom invertering av en
matris ger en namnare som ar lika med matrisens determinant,
ges polerna fér en tillstdndsmodell av ekvationen:

det(sl—A)=0
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Ovningsuppgifter

@ 14.3a, 14.14a
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Kapitel 14.10 Tillstandsaterkoppling

Reglering av tillstandsmodell

@ Att beskriva ett system pa tillstandsmodell gér det méjligt att
anvanda fler olika reglermetoder som &r mer avancerade an vad
vi sett hittils. | den har kursen ska vi dock bara titta kortfattat pa
en grundldggande metod, tillstandsaterkoppling, vilken gar ut pa
att anvanda tillstandsvariablerna som indata till regulatorn.
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Tillstandsaterkoppling med hjalp av polplacering

Vid tillstandsaterkoppling beréknas styrsignalen, u som en
linedrkombination av tillstAndsvariablerna, x. Om vi utgar fran
blockschemat pa sid 288 och systemet

x' = Ax+Bu
y =Cx

kommer styrsignalen att berdknas enligt:
U=—hxy—hxo—- - —Ipxnp+ Kr=—Lx+Kr

dar L=[h k---Iy] kallas styrlagsvektorn, forstarkningen K; kallas
boérvardesfaktorn och r ar bérvardet.
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Tillstandsaterkoppling med hjalp av polplacering, forts

Om vi sétter in ovanstaende uttryck for v i tillstAndsekvationerna far vi
nedanstaende tillstandsmodell.

x' = Ax+B(—Lx+ K;r) = (A— BL)x+ BKr
y=0Cx

vilket innebéar att vi har samma tillstandsvariabler som i det
ursprungliga systemet men att bérvardet ar insignal i stallet fér som
tidigare styrsignalen. Dessutom har systemmatrisen andrats till
A'=A-BL
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Tillstandsaterkoppling med hjalp av polplacering, forts

@ Dimesioneringen av regulatorn handlar om att bestdmma
styrlagsvektorn L och bérvérdesfaktorn K;. Detta kan géras med
hjélp av polplacering.

@ Polplacering handlar som bekant om att bestdmma var polerna
ska ligga, ta fram ett karakteristiskt polynom, P(s), som placerar
polerna som énskat samt slutligen bestdmma faktorerna i
styrlagsvektorn sa att éverféringsfunktionens namnare far det
onskade utseendet, dvs P(s). Detta innebar att styrlagsvektorn
bestdms av

det(sl — A') = det(sl — A+ BL) = P(s)

48/50
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Tillstandsaterkoppling med hjalp av polplacering, forts

@ Nar vi tagit fram styrlagsvektorn aterstar att bestdmma
bdrvardesfaktorn, K;, sa att lagfrekvensférstarkningen blir 1,
vilket eliminerar kvarstaende fel till f6ljd av bérvardesandringar
(men tyvarr inte till f6ljd av stérningar).

@ For att berdkna lagfrekvensforstarkningen satter vis =01
overforingsfunktionen. Om lagfrekvensforstarkningen ar 1 galler:

G(0) =C(0-1-A+BL) 'BK, = C(—A+BL) 'BK, =1

1

K =
= C(—A+BL)"'B

49/50
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Ovningsuppgifter

@ 14.16
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