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DEL A

1. Betrakta funktionen f(z,y) = /10 — 22 — 292

(a) Beridkna riktningsderivatan av f i punkten (1,2) i den riktning som ges av vektorn

(4,3). 2p
(b) Finns det ndgon riktning i vilken riktningsderivatan av f i punkten (1, 2) antar vérdet
—5? 2p

Lésning. (a) Riktningsderivatan ges av f; = V f -, dir ||¢/]| = 1. Vi har ¢ = £(4, 3) och

2
Vi=|- < L i .
10 — 22 — 292 10 — 22 — 292
I punkten (1,2) dr V f = (—1, —4) vilket medfor att
1 16

fo= (-4 2(4,3) = -2

(b) Lat « vara vinkeln mellan V f och v, sa att
Je=V[f-0=|Vf[|-1:cosa.
Eftersom —1 < cosa < 1 far vi
=V < f5 < IV

I punkten (1,2) &r ||V f|| = V/17. Eftersom —5 < —+/17 antas inte virdet —5 for
nagon riktning.

g
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2. Visaatt (1, —1) ér en stationdr punkt till funktionen f(z,y) = y? + 22y + 2z% och avgor

dess typ. (4 p)
Losning. Vi berdknar de partiella derivatorna
of of 2
— =4 4 — =2y + 22~
ox Y+ y Y+
Genom inséttning ser vi att
of of
—(1,-1)=—(1,-1)=0
5, (LD =5 (L)

vilket visar att (1, —1) &r en stationir punkt.
For att avgora vilken typ av stationédr punkt det dr betraktar vi den kvadratiska formen

0% f 02 f 0*f
Q(hl, hg) = @(CL, b)h% + 2@(&, b)hlhg + 8—3/2(@, b)h%
i punkten (a,b) = (1,—1). Vi har att
0*f O*f O*f
@—4y+4, 8x8y_4$’ 8_y2_2’
. 92 f 92 f 92 f

Den kvadratiska formen () blir alltsa
Q(hy, hy) = 8hihy + 2h3,
vilket vi kvadratkompletterar till
Q(h1, hy) = 2 (hy + 2hy)? — 8h2.

Detta dr en indefinit kvadratisk form, och vi drar slutsatsen att punkten (1, —1) &r en
sadelpunkt. U
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3. Beriikna volymen av det omréde som ir under paraboloiden z = 1 — 22 — y? och ovanfor

det omrade i xy-planet som bestims av olikheterna —x < y < V3. “4p)

Losning. Paraboloiden skiir zy-planet dd z = 0, skiirningskurvan ir alltsd cirkeln z? +
2

y-=1.

Volymen ges av

V= // (1—(2*+y?) dady
D
Diar D ar den cirkelsektor i hogra halvplanet som begrinsas av linjerna y = —x och
y = /3z samt cirkeln 22 + y? = 1.
Lat « vara vinkeln mellan x-axeln och linjen y = V3x. Da giller att tan o = V3 sé
« = 7/3. Vinkeln mellan z-axeln och linjen y = —x &r —m /4.
Med polira koordinater r och ¢ far vi

Vz/ii(/ol(l—ﬂ)rdr) a6

2

G- [-4]

_77T 1
12 4
_77r
487
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DEL B

4. (a) Formulera Greens formel. Ange alla férutsittningar. 1p)
(b) Anvind Greens formel for att berikna linjeintegralen

7{(91: —y?)de + (2° +y°) dy

v
déir v #r den kurva som sammansiitts av parabeln y = 22 frin punkten (—1,1) till

punkten (1, 1) och den rita linjen dérifran tillbaka till punkten (—1,1). 3p)
Losning. (a) Se kursboken sidan 335.
(b) Vi har
9 (9, 9 0 2
a—x(sc +y ) = 2z, a—y(a:—y ) = —2y.

Greens formel ger alltsa att

f(x—yQ)da:+(x2+y2)dy://DQ(:c—i-y)d:cdy

o

ddr D #r omradet i xy-planet som beskrivs av —1 < z < 1, 22 <y < 1. P4 grund av
symmetri dr [ [, 2z dxdy = 0, sa vi far att

j{(x—y2)dx+(x2+y2)dy: // 2y dxdy

0 D

<[ (L)
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5. Bestdm det storsta och minsta virde som funktionen f(x,y) = x(y— 1) antar i det omrade
som ges av 1 < 22 + y? < 3. 4 p)

Losning. Eftersom funktionen f dr ett polynom &r den en kontinuerlig funktion och ef-
tersom dessutom omradet dr kompakt (slutet och begrénsat) vet vi att storsta och minsta
virde antas 1 en av foljande punkter:

(a) inre stationdra punkter,

(b) randpunkter som uppfyller Lagrangevillkoret,

(c) singuldra randpunkter.

Vi undersoker dessa tre fall.
(a) I en stationér punkt &r

Vf=(w-1,2)=(0,0).

Vi ser att detta bara intriffar da (z,y) = (0, 1), vilket &r en punkt pa randen och inte
i det inre till omradet.
(b) De tva randcirklarna till omradet kan skrivas som

gz, y) =2 +y*—1=0, resp. g(z,y)=2"+y"—3=0,

och Lagrangevillkoret dr uppfyllt i punkter dir V f &r parallell med Vg, resp. Vgs.
Detta kan vi uttrycka med villkoret

0 = det (:gg;:)

B y—1 =z
_det(Qx 2y>
=2y(y — 1) — 222
=2(y* — 2% —y).

P4 den inre randcirkeln har vi 22 = 1 — y2. Detta insatt i Lagrangevillkoret 3> — 2% —

y = 0 ger
v-(1-y)—y=2"-y—-1=0

vilket har l6sningarna y = —1/2 och y = 1. Vi fér allts4 tre punkter (1/3/2, —1/2),
(0, 1) pa den inre randcirkeln.
P& den yttre randcirkeln dr x* = 3 — 3, och detta ger

v -B-y)—y=2-y—3=0.

Vi hittar 16sningarna y = —1 och y = 3/2 vilket ger fyra punkter (£+/2, —1),
(£v3/2,3/2).

(c) En punkt pa randkurvan g; = 0 &r en singulidr punkt om Vg; = 0. Eftersom Vg, =
(2x,2y) ser vi att detta bara intréffar i origo, som inte ligger pa randen.
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Funktionen antar alltsd sitt storsta och minsta virde i ndgon av punkterna (++/3/2, 1),
(0,1), (£v2, —1), (£v3/2,3/2). Eftersom
F(£V3/2,-1/2) = q:3\/§/4
£0,1) =
f(EV2,—1) = ¢2\/§,
F(£V3/2,3/2) = +/3/4

sa drar vi slutsatsen att
e storsta virde dr 24/2 och antas i punkten (—\/5, -1),
e minsta virde dr —2+/2 och antas i punkten (\/5, —1).
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6. Berikna flodet av vektorfiltet F = (—y, z, z?) ned genom konytan som beskrivs av z =

Vaez+y? 0< 2 < 1. 4p)

Losning. Vi vill berdkna flodet genom att anvinda divergenssatsen och slutar dérfor till
konytan S genom att ldgga till cirkelskivan S; som beskrivs av 2% + ¢y < 1, 2 = 1.
Divergensen av vektorfiltet F ar

0 0 J ,
leF_aw( )+a—y(x)+$(z)—0+0+22—2z.

Divergenssatsen ger att

// F-NdS:/// diVFdxdydz:/// 2z dxdydz
S+51 K K

diar K 4r det inneslutna omradet.
Volymsintegralen blir

[ e = [ ([ e) o= [ 0t )

dir D #r omridets projektion pé cirkelskivan, dvs. cirkelskivan z? + y? < 1. I polira
koordinater blir denna integral

2m 1 1
/0 (/0 (l—rz)rdr) dqbz?w-zzg.

Vi beriiknar nu flédet genom ytan S; dir N = (0,0, 1). Detta flode ges av

//le'NdS://sl(_y’x’l)'(O’O’I)dsz//& P

Slutligen far vi

// F~Nd5:/// didexdydz—// F-NdS=_ _—7=-"1.
S1 K S1 2 2
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DEL C
7. Betrakta ekvationen
2 +y=3
i omradet z, y > 0. Visa att i en omgivning av punkten (1, 2) s& definierar denna ekvation
y som en funktion av z, alltsd y = f(z). Berikna ocksa f’(1). 4 p)

Losning. Sitt F(z,y) = 2¥ +y. Dadr F(1,2) = 3 sa (1, 2) uppfyller ekvationen och F’
dr en C''-funktion i en omgivning av (1, 2). Vidare &r

oF 0
a—y = a—y (eylnx —|-y) = ]nxeylnx +1=InxzY+1
sa OF
—(1,2)=(In1)-12+1=1+#0.
gy (12 = (D) 1P 117

Implicita funktionssatsen sidger oss nu att det finns en 6ppen omgivning U av (1, 2) dér
sambandet F'(z,y) = z¥ + y = 3 definierar y som en funktion av x, y = f(x), ddr f &r
en C''-funktion.

Derivering av identiteten

2@ 4 f(z) = f@Me 4 f(3) =3
ger
(f’(:z:) Inz + f(x)é) 2@ 4 f(2) =0

Sitter viin z = 1 och f(1) = 2 far vi

(f’(l) 0+ f(1)%) VO 4 (1) = (f’(l) 0+ 2%) 124 (1) =2+ f(1) = 0.

Alltsa dr f/(1) = —2. O
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8. Halvklotet K: 2% + y? + 2% < R?, 2 > 0, diir R ir given har masstitheten
PoCoz
(1 + B2 + 92 + 22))*?
dir po (kg/m?) och ¢y (m™!) #r fysikaliska konstanter (z, 7/, z i m). Ge en formel for halv-
klotets massa. 4p)

P(Jf, Y, Z) =

Losning. Klotets massa ges av integralen

PoCoz
M = /// plx,y, z) dedydz = /// dxdydz.
K ( ) K (1+cg(x2+y2+22))3/2

For att beriikna denna byter vi till rymdpolira koordinater. D4 &r z = r cos 0, 2% +y>+ 2% =
r?,0< ¢ <21, 0<60<7/2,0<r <R, ochJacobianen ir 72 sin . Vi far

2r w/2 R 0
M:/ / / meﬁmedr a9 | do
0 0 0o (14 c3r?)
w/2 R r3
= 27 poC / cos 6sin 6 df / ———dr | .
A\ o (14 037’2)3/2

w/2 1 w/2 1 1 w/2 1
/ cos@sin@d@z—/ sin 260 df = — | —= cos 20 =—.
0 2 Jo 21 2 0 2

Variabelbytet 1 + c2r? =t ger 12 = ¢y (t — 1) och rdr = 27 ¢y %dt, s&

R 3 I+egR? =204 1
/ L :/ SUSLan (3 Yo ar
o (1+cr?) / 1 t3/

B 1 1+C%R2 1 1 "
)

1 [z p-1/27ireR
2 [1_/2 - —1/2]
1 1 14+-c2R?
B O R YLt R Sy
(#1272

1
VI+ARR2+ ——— 2.
V1+ ER?

1

@)
O

C

ou>| =

Tillsammans har vi

1 1 1
M =9 oo+ RR—— 9
AR cﬁ( Taitt 1+ c2R? >
TP 9 1
SN ST . — )
cg( 0 V1+ GR? )
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Svaret kan skrivas om till

2 R?
M = mpoco | = ,/1+C2Rz_1)_—
poco <C4 ( 0 c2\/1+ cER?

0

Tpo R? V14 ER?—1

/14 3R 1+ ER+1
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J+2)

déar D &r det omrade i forsta kvadranten i zy-planet som begréinsas av kurvorna

9. Berikna dubbelintegralen

?—yt=1, 2*—y =4, ay=1 ay=3.
(4 p)
Losning. For att fa ett enklare integrationsomrade gor vi variabelbytet
u=2x*—y: v=uay.
Da motsvaras omradet D i xy-planet av rektangeln
1<u<4, 1<v<3

1 uv-planet. For att gora variabelbyte i integralen beridknar vi

O0w,0) _ oy (2:'7 _2y> = 2(z> +4?)
T )

d(z,y) Y
sa att
Aw,y)  (0(u,v) -1 B 1
O(u,v) <8($,y)) 22+ y?)
och o(z.y) .
dxdy = lﬁ(u:v) dudv = mdudv.

Integralen blir alltsa

S G ) =[] (52) st oy e
T 1
///E/ i;;y 2 g e
— dudv
jE( [ L)
1
,

—

w

dv

w

dv

—

=)
©w

W N W NDWw N—= N =




