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DEL A

1. Skissera definitionsmingden till funktionen

flx,y) =+vx—y?—In(2 —x).

Ar definitionsmingden kompakt? 4p

Losning. Termen +/x — y2 ir definierad nir x — y? > 0 och termen In(2 — x) dr definierad
nédr 2 —x > 0. Tillsammans avgrinsar dessa villkor definitionsméngden till f.

y y y

Omradet x —y> > 0 Omradet2 — x>0 Definitionsméngden till f

Eftersom inte hela randen tillhor definitionsméangden sa dr den inte en kompakt mangd.
U
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2. Funktionen f(x,y) = x> — 2xy 4 2y — 1 #r definierad i hela xy-planet.

a)
b)

Bestidm alla stationéra punkter till f.

Avgor de stationéra punkternas karaktér.

2p)
(2p)

Lisning. a) De stationidra punkterna &r de punkter (x,y) didr Vf(x,y) = 0. Vi ska alltsa

b)

hitta de punkter dir
of

d
——=2x—2y=0, och —f:—2x+2:0.
dx dy

Den andra av dessa ekvationer sidger att x = 1, och dérefter ger den forsta att y =x = 1.

Den enda stationdra punkten ir alltsa (1, 1).

I den stationéra punkten &r forstaderivatorna lika med noll, s Taylorutvecklingen till

andra ordningen i punkten ar
f(L+h,14+h)=f(1,1)+0
(82];(1 1)h2+2;2§ (1,1) hihy + 82’;(1, 1)h§) ..
For att avgora punktens karaktir studerar vi den kvadratiska formen
9*f 9%f 9%f
ox2 dxdy dy?

O(h1,hy) = == (1,1) k2 +2 =2 (1,1)h3.

Vi har

(L) + 5>

P, P, ¥
dx: 7 dxdy T dy?
i alla punkter, sa speciellt i punkten (1, 1). Den kvadratiska formen Q blir alltsa
Q(h1,ha) = 2hi — 4h1hy +0,
vilket vi kvadratkompletterar till
Q(hy,hy) =2 (hy — hy)* — 2h3.

Detta ér en indefinit kvadratisk form, sa punkten (1, 1) dr en sadelpunkt.

=0,
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3. Beridkna kurvintegralen y
/(—2y) dx+x*dy
Y

dér vy dr kvartscirkelbagen uppritad i figuren.
(4p)

(1,1

(2,0)
Losning. En parametrisering av y dr
x=1+4cost, y=sint,

ddr ¢ gar fran O till £/2. Med denna parametrisering ar

d d
dx = d—):dt — _sintdr, dy= d—);dt — costdt,
och vi far att
/2
/(—2y)dx+x2dy = / —2sint - (—sint)dr + (14 cost)? cost dt
Y 0
/2

(2 sin®t + cost + 2 cos®t + cos’ t) dt
/2 (

2+ cost + cost (1 —sinzt)) dt

J
J
= [2t+sint}z/2+/oﬂ/zcost (1 —sinzt) dt
= {substituera u = sint}
:n—{—l—l—/ol (l—uz) du

1
=n+1+1——=
+1+ 3

—n+5
= 3



SF1626 Flervariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2014-05-26

DEL B

4. Funktionen f(x,y) #r en kontinuerligt deriverbar funktion definierad i en omgivning av
punkten (1,0) i R%. Om denna funktion vet vi att

e riktningsderivatan i (1,0) lings x-axeln i positiv riktning dr lika med 5,
e riktningsderivatan i (1,0) ldngs linjen y = x — 1 i riktning mot positiva y ir lika
med —/2.
a) Bestdm gradienten till f(x,y) i punkten (1,0). 2p)
b) Bestidm riktningsderivatan av f(x,y) i punkten (1,0) i riktning mot punkten (3, —1).
2p)
Lisning. a) Vi soker gradienten Vf(1,0) och ansitter denna vektor till
Vf(1,0) = (a,b).
En enhetsvektor lings x-axeln i positiv riktning &r vi = (1,0), och riktningsderivatan
i den riktningen &r alltsa
Vf(1,0)-vi = (a,b)-(1,0) =a =5.
En enhetsvektor ldngs linjen y = x — 1 i positiv riktning ar vo = \%(1, 1). Riktnings-
derivatan i1 den riktningen ar

V(1,0)-vs = (a,b) - —=(1,1) = ——(a+b) = —/2.

)
S,__
)

Vi har alltsa ekvationerna
a=5 a+b=-2,
vilket ger 16sningen
V£(1,0) = (5,-7).
b) En enhetsvektor som pekar fran punkten (1,0) mot punkten (3, —1) drv= % (2,—1).
Riktningsderivatan i den riktningen &r

VF(0,0)-v = (5,~7) ——(2,—1) = .

S
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5. Betrakta funktionen f(x,y) = 3x — 4y i omradet som bestiims av olikheten x? 4 4y? < 13.
a) Forklara hur man vet att f antar ett storsta och ett minsta virde i omradet. 1p)

b) Bestdm det storsta och det minsta virdet for f i omradet. Gp

Losning. (a) Funktionen f antar ett storsta och ett minsta vérde eftersom den dr kontinu-
erlig och definierad pa ett kompakt omrade. Se Sats 4, sidan 41, i kursboken.

(b) De sokta virdena antas i stationdra punkter eller randpunkter eftersom singulira
punkter saknas.
Omradet &r en sluten ellipsskiva med centrum i origo.
Vi har att Vf = (3,—4) vilket inte &r lika med nollvektorn, sa det finns inte nagon
stationir punkt dér storsta eller minsta virde kan antas.
For att studera funktionens beteende pa randen g(x,y) = x% + 4y* = 13 anvinder vi
Lagranges metod. Tankbara storsta och minsta virden fas da Vf = A Vg for nagot
tal 1. Eftersom Vg = (2x, 8y) ger detta ekvationerna

3=2Ax, —4=28Ay.

Om A = 0 har detta ingen 16sning, sa vi kan dela med A och far

2 1
—_ = — = —2
A
eller x = —3y. Insatt i g(x,y) = x> +4y? = 13 ger detta
9y? +4y> =13

eller y? = 1 vilket ger y = 41. Tillsammans fér vi tv4 tinkbara punkter dir max och
min kan antas,

(x7y>:(_371)7 (x,y):(3,—1).
Eftersom detta &r de enda kandidaterna maste max resp. min antas i dessa punkter. Vi
har f(—3,1) = —13 vilket alltsa dr det minsta virdet funktionen antar, och f(3,—1) =

13 vilket ar det storsta.
O
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6. Ett torn K har formen av en massiv stympad kon med
cirkulért tvdrsnitt och matt enligt figuren.

Av symmetriskil ligger masscentrum for K pa z-
axeln. Berikna z-koordinaten for masscentrum som
ges av

1
dxdyd
i vol(K) ///KZ rave "

dir vol(K) ér volymen av K. 4 p)

Losning. 1 cylindriska koordinater beskrivs tornet K av
0<z<H, 0<r<R(2-z/H), 0<6<2nm.

Volymen av K ges av

2 H  3H2
R? 7H
=2 — .
T3
_ 1nR*H
3

Masscentrums z-koordinat ir alltsa

1
m; = vol(K) ///szxdydz
3 27 H R(2—z/H)
- 7717R2H/o (/0 (/o mn) dz) 49

3 2 H 1 ) z 2
e — —_R° (22— =
771:R2H/o (0 2 < H) dz) 49

2R

\y
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3 2r (R2 H 42 7
> — dr— 242 ) dz) de
7717R2H/o (2/0 (Z H +H2> Z)

3 2%R—z(zﬁrz—@JrH—4) de
TAR2H Jo 2 3H ' 4H?

3 R?> 11H?
72RH T2 12
11H

28
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DEL C

||| #ey) dxdy

ddr E &r kvadraten {(x,y): 0 <x<1,0 <y <1} och f(x,y) = "det kortaste avstandet
fran punkten (x,y) till randen av E ”. @p)

7. Beridkna integralen

Lésning. Diagonalerna delar upp kvadraten i fyra omraden dir punkten (x,y) har kortast
avstand till respektive randlinje:

y y
A A
< < E2
E;
- X - X
I omréadet E; har (x, y) kortast I omréadet E3 har (x, y) kortast
avstand till linjen y = 0. avstand till linjen x = 1.
y y
A A
E;
< E4 X
- X - X
I omréadet E5 har (x, y) kortast I omréadet E, har (x, y) kortast
avstand till linjen y = 1. avstand till linjen x = 0.

Pa grund av symmetrin &r

//Ef(x,y) dxdy=4//Elf(x,y) dxdy:4//Elydxdy.

Omradet E; kan beskrivas genom

0<y<1/2, y<x<l-y,
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4// y dxdy = 4/1/2</1 yydx>dy

och vi far att
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8. a) Formulera divergenssatsen (Gauss sats). Ange alla forutséttningar. 1p)

b) Bestim den slutna kompakta C!-yta S som gor att flodesintegralen

//SF-NdS

blir sa stor som mojligt, da
F=(x—x,y—3yz%,z-3y%2)

och normalvektorn N ir utatpekande. Berikna dven flodesintegralen for detta fall.
G p)
Losning. a) Se laroboken sats 1 pa sidan 368.

b) Vi har att divergensen av vektorfiltet dr

d d d
divF = — (x—x°) + = (y—3y2%) + = (z— 3*
v 8x(x x)+ay(y yZ)+8z(Z yz)
—1-324+1-3241-3y
=3(1-x*—y*—2%).
Eftersom vektorfiltets komponenter dr polynom och vi antar att ytan S dr en kompakt
sluten C'-yta sa ger Gauss sats att

//F-NdS:/// divF dxdydzz/// 3(1—x* —y* —2%) dxdydz
S K K

dir K @r den kropp som ytan S innesluter.
Trippelintegralen blir s stor som mojligt nir K dr det omrade dér integranden &r
icke-negativ,

1-x>—y?—22>0 & xX+y?+72<1,
alltsa K ar klotet med radie 1 och medelpunkt i origo. I detta fall dr ytan S enhetssfiren

med medelpunkt i origo.
Vi beriknar trippelintegralen genom att ga 6ver till rymdpoléra koordinater,

//SF'NdSZ///K?’(l_xz—yz—zz)dxdydz
:/027: (/Ofr (/013(1—r2)r25in9dr) dG) d¢

:/02” (/On <3sin9 [2—3—2—5}3 d9) d¢
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2 )
_ / / Zsin6do | do
0 05
21 2 T
= / — [ —cos 0 } do
0 5 0

271:4
= _dq)
0

_87r
=5
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9. En kropp bestar av den del av ett klot som befinner : b 3
sig mellan tva parallella plan och har matten _a
a=340,01 cm, 1 o
b=44+0,01 cm, h

h=1+0,01 cm, 1

dir a och b dr radien av respektive cirkulédra
andcirkelskiva och & dr avstindet mellan planen.

Anvind linjarisering (linjdr approximation) for att
bestimma klotets radie med felgrinser. “4p)

Losning. Vi borjar med att bestimma R som en funktion av a, b, och h. Pythagoras sats
ger att

hy R
hy

R*=a*+h? R? = b* + h}
sa vi har sambanden
RP=d*+h}, R*=b*+h3, h=h —h.
Genom att eliminera h; far vi
RP=a>+(h+h)* R*=Db*+h3.

Om vi 16ser ut iy ur den andra av dessa ekvationer, iy = VR? — b2, och siitter in i den

forsta far vi
R =d+(h+ VR 1)’
=a>+h +2h/R2— 2+ R® — b
Vi skriver om detta till
2h/R2— b2 =1 —a* — I
och kvadrererar for att fa
AR (R2 — %) = (% — a® — h2)?

eller
(b2 o a2 . h2)2

R? = b?
* 412
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Detta samband ger R = R(a,b,h). Nar vi deriverar med avseende pa a, b, och h, far vi

2(b* —a® — h?) a(b? —a* —h?)
/
2RR, = T (=2a)=— i )
2(b* —a® — h?) b(b* —a® —h?)
2RR;, =2 2bh=2
) =2b+ 7 b=2b+ % ,
2(b2_a2_h2) (bZ_aZ_hZ)Z
2RR; = T -(=2h) =2 T
B b2_a2_h2 (b2—a2—h2)2
N h 2h3 ’
eller
R — a(b* —a* —h?)
a 2Rh? ’
R b b(b* —a® — h?)
b—R 2Rh2 ’
R/_ b2_a2_h2 (bZ_GZ_hZ)Z
h = 2Rh 4RK3 ’

Nira=3,b=4ochh=1séirb*—a*>—h* =6 och

62
—1/164 — =
6+4 5,

. 3.6 18
Ra:——:——

2.5 10
M—4 4.6 32
b= 35 510

6 62 24
Ry=—tere=—

Linjariseringsformeln ger att

R(3+Aa,4+Ab, 1+ Ah)
=R(3,4,1)+R/(3,4,1)Aa+R},(3,4,1)Ab+ R} (3,4,1)Ah + restterm
18 32

24
=5 1 +10 b 10 h -+ restterm.

Om vi forsummer resttermen far vi att
|IR(3+Aa,4+Ab,1+Ah)—R(3,4,1)|
18 32 24

—Aa+ 2ZAb— A
= 10“+ml’1oh

A Ab Ah
< 1o IAal + 32 18b] + 25 A
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och eftersom |Aa| < 0,01, |Ab| < 0,01 och |Ah| < 0,01 ger detta feluppskattningen
IR(3+Aa,4+Ab,1+Ah) —R(3,4,1)]

18 32 24
< 2.0,014+22.0,01 + = .0,01
<5 0014+ 55-0,014 50,0
= 0,074.

Vi kommer fram till att R = 5+ 0,08.




