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DEL A

1. Bestidm och skissera definitionsméingden till funktionen

fla,y) =2+ 2 +22 —dy+1+vV/—1—z.

Ar definitionsmingden kompakt? 4p

Losning. Funktionen adr definierad sa linge
4+ +2—4y+1>0 och —1—x>0.
Vi kvadratkompletterar polynomet i den forsta olikheten och far
0<a?+y*+22—4y+1

=24 2414y —4dy+4—4

=@+ 1)+ (y-27—4
eller

(x+1)+ (y—2)* > 4.

Denna olikhet &r uppfylld av alla punkter som ligger pa eller utanfor cirkeln med radie 2
och medelpunkt (—1, 2).

Den andra olikheten dr uppfylld av alla punkter (x,y) med z < —1, alltsa pa det halvplan
som bestar av punkter pa och till vianster om den lodrita linjen z = —1.
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Detta &r en sluten midngd men den &r inte begridnsad, sa den dr inte kompakt. U
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2. En vandrare befinner sig pa en bergsknalle dir hojden h(z,y) ges h(z,y) = 1000 — 322 +
xy — 4y, Vandraren befinner sig for tillfillet i den punkt vars koordinater i xy-planet dr
(x,y) = (4, 3). I vilka riktningar kan vandraren fortsitta utan att @ndra sin hojd?

(4p)
Losning. Vandraren ska stanna pa den nivakurva hon befinner sig pa, alltsa ovanfor punk-
ter (x,y) som uppfyller
h(z,y) = h(4,3).
Gradienten till A ar
Vh(z,y) = (—6x +y,x — 8y)
sa
Vh(4,3) = (=21, -20).
Vi vet att gradienten VA (4, 3) dr vinkelrédt mot nivdkurvan genom punkten. Vandraren ska
alltsa fortsitta i en riktning (a, b) som uppfyller

(a,b) - (—21,—-20) = 0,
det vill sdga (a,b) = t(20, —21) for nagot . Som enhetsvektorer finns det tva riktningar
att fortsitta i (eftersom 20% + 212 = 292)),

1 1
— (20, -21 h — —(20,-21).
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3. Ange Taylorpolynomet av ordning 2 till funktionen
Fla,y) = 2o
i punkten (0, 0). Anvind dessutom Taylorpolynomet for att approximera f(0.1,0.3).
(4 p)

Lésning. 1 punkten (0,0) dr 2z + zy +y* = 0 sd vi anviinder Taylorutvecklingen av ¢! vid
t=0, 2
el = 1+t—i—§+rest,
dir resten innehéller termer av grad 3 och hogre. Med t = 22 + xy + 1 blir
t? = 42? + rest
dir resten innehaller termer av grad 3 och 4. Vi far att
f(z,y) =1+ 2z +xy +y* + 42° + rest

dir resten innehaller hogre ordningens termer. Pa grund av entydighet for Taylorutveck-
lingar &r detta det sokta Taylorpolynomet.
Om vi struntar i de hogra termerna far vi ett approximativt vérde for f(0.1,0.3),

f(0.1,03) ~1+2-0.1+0.1-03+(0.3)*>+4-(0.1)
=1+0.2+0.03 +0.09 + 0.04 = 1.36.

(Detta kan jimforas med e2t7v—¥" = 02+0.03+0.09 _ 032 _ 7 377 )
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DEL B

4. Undersok vilka av foljande vektorfilt som dr konservativa, och bestdm i forekommande
fall en potentialfunktion.
a) F(z,y) = (y — 2z,2 — 1)
b) F(z,y) = 2z —y,x + 1)

4p)
Losning. a) For F(z,y) = (y — 2z,2 — 1) har vi
0
Zy—22)=1=—(x—1).
Soly=20) =1= 2= 1)

Eftersom vektorfiltet dessutom dr definierat pa hela xy-planet, vilket &r ett enkelt
sammanhingande omrade, sa vet vi att det finns en potentialfunktion U(z, y) sadan
att VU = F. Funktionen U uppfyller alltsa

oU )
—=y—2z, —=z—1.
ox Y oy
Om vi integrerar den forsta av dessa ekvationer med avseende pa x far vi
Ulz,y) = yr — 2* + ¢(y),
ddr ¢(y) &r en funktion som beror av y men inte av z. Detta insatt i den andra ekva-

tionen ger
ou
— 1= =x+4q
x gy e ()
sa vi drar slutsatsen att ¢’(y) = —1. En 16sning till detta dr ¢(y) = —v, sa en potential
ar

U(x,y) =y —2* —y.
b) Med F(z,y) = (22 —y,z + 1) dr
0 0
—2r—y)=—1#1=— 1).
52—y =1#1= @ +1)
Eftersom dessa partiella derivator inte dr lika sa dr vektorfiltet inte konservativt.
U
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5. Bestdm storsta och minsta virde till funktionen f(x,y,2) = 2xy + 2yz pa enhetssfiaren
som ges av 2% + y? + 22 = 1. 4 p)
Losning. Vi soker kritiska punkter (z,y, z) med Lagranges multiplikatormetod. Vi ska
alltsa hitta 16sningar till

Vf=AVg
for ndgot tal \, dir g kommer frén villkoret g(z, ¥y, 2) = 22 + y? + 2% — 1 = 0. Eftersom
Vf = (2y,2x + 2z,2y) och Vg = (2z, 2y, 2z) far vi ekvationssystemet

2y = 2\z,
2x + 2z = 2y,
2y = 2)z,

iyt 427 =1

Om A = 0 édr y = 0 fran forsta eller tredje ekvationen, och da ir f(z,y, z) = 0. Eftersom
0 uppenbart inte dr storsta eller minsta vérde antar vi att A # 0.

Fran forsta och tredje ekvationen far vi 2A\x = 2\y, och alltsa 4r x = z. Enligt andra
ekvationen blir da 4x + 2 \y = 0, dvs. 2z + Ay = 0, medan enligt forsta ekvationen
2y + 2 z = 0, dvs. y + Az = 0. Multiplikation med x respektive y ger relationerna
222 + Axy = 0 och y*> + Azy = 0. Vi sluter oss till att y*> = 222 Fjirde ekvationen
siger nu att 22 + y? + 2% = 2% + 222 + 22 = 1 sd att 22 = 1 eller z = +1. Eftersom
y? =222 = % far vi y = +-1=, dir tecknen for = och y #r oberoende av varandra. Slutligen

V2
har vi att z = x, och vi har funnit fyra kritiska punkter,

ve2) (owe) (2ws) (o)

ddr f antar virdena
1 1 1 1 1 1
d (5%’5) =7 (7‘%7—5) = V2,
1 1 1 11 1
(e-v) =/ (Coyez) =2

Det storsta virdet ir alltsd v/2 och det minsta viirdet dr —+/2. [l
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6. Hakan &r pa semester och sitter i sitt tilt som har formen av en halvssfir. Tédltduken be-
skrivs av ytan
$2+y2+z2 =16, z>0.
Det regnar och regnets fallande fran skyn beskrivs av vektorfiltet
F(ZE, Y, Z) = (07 Y, _]-)

Hakan, som glomt att impregnera sitt télt, ser vattnet stromma genom tédltduken. Hjilp
honom att berdkna hur mycket som stréommar genom den. 4p)

Losning. Tiltduken ges av ytan
I ={(z,y,2): 2> +y*+ 2> =16,z > 0}.
Normalen till I &r N = V(22 4+ y* 4 2?) = (2, 2y, 2z) vilket vi normaliserar till

1 1
n=N/|N|= 5(235, 2y,22) = Z(:Lny, z).

Notera att n pekar ut fran tdaltet medan det fragas om hur mycket som regnar in i tdltet.
Lat d.S vara area-elementet pa I'. Det sokta flodet ar alltsa

- [ Fonas

Litnu Ty = {(z,y,0) : 22 + y* < 16} vara tiltets botten, och 14t ny = (0,0, —1) vara
enhetsnormalen till 'y som pekar nedat. Gauss divergenssats ger att

///didexdydz://F~ndS+// F -n(dS.
T r Lo

Hir ar 7' den 3-dimensionella kropp som begrinsas av ytorna I" och 'y, alltsd det dvre
halvklotet med radie 4 och medelpunkt i origo. Vi berdknar divF =0 — 140 = —1 och
far alltsa

1 4743 12
/// div Fdzdydz = —/// dzxdydz = —vol(T) = —= - = —ﬁ.
. i 2 73 3

Vidare ar

// F -nydsS = // (0,0,—1)-(0,0,—1)dS = area(I'y) = 16.
To o

Sammantaget erhalls fran divergenssatsen att

12
—ﬁ://F-mdS—l—lfhr7
3 T

sa flodet in genom téltduken &r
12 1
—//F-ndszﬁﬂfm:ﬂ.
. 3 3
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DEL C

7. Betrakta kurvintegralen
/ (9:1:23; +3y% — 24y) dzr + (—x3 — 3axy® + 3x) dy,
c

déar C dr en sluten kurva som inte skir sig sjdlv, och genomlops ett varv i positiv led. For
vilket val av C' far man det storsta vérdet pa integralen? Ange dven detta virde. @p

Losning. Kurvintegralen &r

/ Pdx + Qdy,
C
dar
P =92%y+ 3y° — 24y, @Q = —2® — 3xy* + 3x.

Kurvan C' utgor randen till ett omrade D och gar runt detta omrade ett varv i positiv
riktning. Enligt Greens formel dr kurvintegralen lika med

[ (52 -5) e

oP 0
— =922 +9y* — 24, —Q:—3$2—3y2+3.
oy ox

Detta insatt i dubbelintegralen ger

//D (27 —122% — 12y2) dxdy.

Denna integral dr storst om D dr det omrade dar integranden ar icke-negativ, alltsa dér

27 9
27—12x2—12y2:12(ﬁ—x2—y2) :12(Z—x2—y2> > 0.

Vi har att

Detta innebir att D ska viljas som cirkelskivan med radie 3/2 och medelpunkt i origo,
D ={(z,y): 2® +y* < (3/2)°}.

Kurvintegralen far alltsd storst virde om C' gar lings cirkeln 2% + y? = (3/2)? i positiv
led.
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Det aterstar att bestimma virdet pa integralen. Vi byter till till polédra koordinater och

far
27 3/2
/ / (27 — 122% — 12y°) dady = / / (27 — 12r*) rdr | do
D 0 0
27 3/2
—/ ({ETQ - Er‘l} ) de
0 2 4 0

2 2
:/ 20 9 12 81\
.\ 24 416

Detta &r det sokta maximala virdet pa kurvintegralen. U
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8. Lat D vara den obegriansade miangden
D={(z,y): 0<y<1/x <m/2}.

Visa att den generaliserade dubbelintegralen

1 1
// —sin — dzdy
p T X

ar konvergent och berdkna dess virde. 4p)
Lésning. Omradet D kan ocksa skrivas som
D={(z,y): 0<y<1/2,2/7 <z}
Vi definierar det begrinsade omradet Dy genom
Dr=A(z,y): 0<y<1/z,2/r <z < R},

for R > 2/m. Da fyller Dr ut D nidr R gar mot +oo. Eftersom 0 < 1/x < 7/2 dr
sin(1/z) > 0 och integranden ir positiv, vilket innebir att integralens virde ej beror av
valet av utfyllande omraden. Vi berdknar den sokta dubbelintegralen som gransvirdet

1 1
lim // —sin — dzdy.

11 L A S |
// —sin—dxdy:/ / —sin—dy | dx
Dpt T o/n \Jo T T

R
1 1

:/ —QSin—dx
Q/W.ZE T

= {sittt =1/z}

w/2
= / sint dt
1/R

/2
=[- cost]l//R

= cos(1/R) — cos(m/2)
= cos(1/R).

Da R gar mot +o00 gar 1/R mot 0, s integralen gar mot cos(0) = 1. Eftersom detta

griansvirde existerar sa dr den generaliserade integralen konvergent, och dess vérde dr
1. U

Vi far
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9. Lat m och n vara tva positiva heltal. Betrakta funktionen
xnym
F(z,y) = e
dér denna &r definierad.

(a) Finns det nagot virde som vi kan ge F'(0,0) sé att funktionen blir kontinuerlig i
(0,0)? Tips: svaret ska formodligen bero pa m och n.

(b) Om nu F blir kontinuerlig i (0,0) med det givna vérdet i punkten, sa kan vi forsoka
bilda partialderivatorna med avseende pa = och y i punkten (0, 0). Nér finns de? Tips:
svaret ska formodligen bero pa m och n.

(c) Antag nu att partialderivatorna finns. Blir da funktionen differentierbar i (0, 0)? Tips:
svaret ska formodligen bero pa m och n.

(4p)

Losning. Uttrycket F(z,y) = 2"y™/(z* + y?) dr definierat for alla (z,y) # (0,0), men

inte definierat i (0, 0).

(@ Omm = n = 1idr F(z,y) = zy/(x* + y*). Vi observerar att lings linjen ¢,0)
ar funktionsvérdet F'(¢,0) = 0, och ldngs linjen (¢,¢) dr funktionsvirdet F(¢,t) =
%. Da kan inte grinsvirdet lim, ) (0,0) F(z,y) existera. Dérfor kan inte funktio-
nen goras kontinuerlig i (0,0) i detta fall. Om ddremot m + n > 2 sa giller att
lim ;. ) (0,0) £ (z,y) = 0. Detta kan visas t ex med hjélp av poldra koordinater. Sa
for m +n > 2 blir F(z,y) kontinuerlig i (0,0) om vi sétter F'(0,0) = 0.

(b) Eftersom m och n dr positiva giller att F'(z,0) = 0 och F'(0,y) = 0 sa att om vi
deklarerar att F'(0,0) = 0 s finns partialderivatorna F,(0,0) = 0 och F,(0,0) = 0
utan ytterligare villkor.

(c) Enligt del (b) ér linjdrapproximationen av F'(x, y) funktionen L(z,y) = 0, och diffe-
rentierbarhet motsvarar att

Fay) _ Foy) =L@y o s (2,y) - (0,0).
@) @)

Nu ar "
T n,,m
(z.9) S = "3 o™ fsin™ @
()] (22 +y?)>2
i termer av poldra koordinater. Detta betyder att om m + n > 3 sa blir funktionen
differentierbar i origo, annars inte (vi ndrmar oss lings olika vinklar och far olika

resultat).

g




