Forelasning 1.

1 Vektorer och tensorer

Vi kommer att anvénda tva olika beteckningar for vektorer. Enligt det forsta
systemet anvander vi fet stil for en vektor i typsatt text och ett vektorstreck da vi
skriver for hand. I typsatt text skriver vi hastighetsvektorn

u = ue, + ve, + we,, (1)

dér e,, e, och e, &ar enhetsvektorerna i x-, y- och z-riktningen, med avseende pa
ett Cartesiskt koordinatsystem, och u, v och w ar hastighetsvektorns komponenter
med avseende pa de tre koordinataxlarna. Da vi skriver for hand anvinder vi
istallet vektorstreck:

U = ue, + ve, + we, (2)

Enligt det andra systemet som kallas Cartesisk tensornotation, refererar vi till
ett Cartesiskt koordinatsystem i vilket vi istallet betecknar koordinataxlarna med
x1, T3 och x3. Hastighetsvektorn skriver med ett indexnotation, helt enkelt som

dar ¢ kan vara 1, 2 eller 3.

En vektors komponenter kan uttryckas i olika koordinatsystem. Om vi byter
koordinatsystem sa ska vektorn forbli oférdndrad. Med ett finare ord sager vi
att den ar koordinatinvariant. Detta innebar att dess komponenter maste trans-
formeras. Antag att vi kinner till hastighetsvektors komponenter wu, us och us
med avseende pa ett Cartesiskt koordinatsystem med axlarna x;,zs och x3 och
vill uttrycka dess komponenter, ], u, och u; med avseende pa ett annat Carte-
siskt koordinatsystem med axlarna x7,z5 och 2. Kravet att vektorn ska vara
oberoende av koordinatsystem ger da att

3
up =y u;Cji (4)
=1

dar C;; = cosay; och y; ar vinkeln mellan den i:te axeln i det oprimmade sys-
temet och den j:te axeln i det primmade systemet. Exempelvis sa ar aqo vinkeln
mellan z1- och zh-axeln. Cj; ér en transformationsmatris med nio element. Vi
kan lagga marke till att indexet j som vi summerar 6ver forekommer tva ganger
i uttrycket (4). Detta faktum tillater oss att skriva uttrycket utan att anvinda
nagon summationssymbol, om vi underforstar att vi ska summera 6ver det index
som forekommer tva ganger. Vi kan alltsa istéllet skriva

u; = ujCji s (5)

dar vi nu inte far glomma att vi summerar 6ver j. Regeln att summera 6ver det
index som forekommer tva ganger i ett uttryck kallas Einsteins summationsregel.
Vi kommer hédanefter att anvanda oss av denna regel.
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Figure 1: En vektors komponenter i tva olika koordinatsystem.

En vektor ar ett exempel pa ett mer generellt matematiskt objekt som kallas
tensor. En vektor ar en forsta rangens tensor. En andra rangens tensor har nio
komponenter och en tensor av rang n har 3" komponenter. Om vi talar om en
tensor och inte anger dess rang sa underforstar vi att vi talar om en andra rangens
tensor. I mekaniken har ni tidigare stott pa troghetstensorn. En annan tensor som
vi kommer att stota pa i denna kurs ar spanningstensorn, 7;;, som ar kraften per
areaenhet i den j:te riktningen pa ett ytelement vars normalvektor pekar i den 7:te
riktningen. Man kan visa att tensors komponenter transformeras mellan tva olika
koordinatsystem enligt formeln

Ti/j = TmnCmian s (6)
dér vi enligt Einsteins regel summerar 6ver bade m och n. I detta uttryck ar Cj;

samma transformationsmatris som i uttrycket 4.

2 Kroneckers delta och den alternerande ten-
sorn.

Kroneckers delta ar en andra rangens tensor som definieras enligt

5ij:1 omi:j,

Den alternerande tensorn ar en tredje rangens tensor som definieras enligt

e =1 om {i,7,k} ={1,2,3}, {2,3,1} eller {3, 1,2},
e =—1 om {i,5,k} ={1,3,2}, {3,2,1} eller {2,1, 3},
€ijr =0 om minst tva av ¢, j och k &r lika med varandra. (8)



Foljande formler ar mycket anvandbara

Cijk = €kij, (9)
€ijk = —E€ikj, (10)
€ijk€itm = 0j10km — 0jmOki - (11)

Observera att vi i det sista uttrycket enligt Einsteins regel summerar over i som
forekommer tva ganger i vansterledet.

3 Skalarprodukt och kryssprodukt

Skaldrprodukten mellan tva vektorer u = (uy, us,u3) och v = (vy,vq,v3) kan vi
skriva som
u-v = U;v;, (12>

dar vi aterigen anvant oss av Einsteins summationsregel. Kryssprodukten skriver
vi
u X v = (U3 — U3y, Uzl — U V3, UiV — UgV1) . (13)

Ett mycket kompakt och anvandbart satt att skriva kryssprodukten &r ocksa
(11 X V)z’ = €3jkU;V . (14)

Exempel 1.1

Visa med hjalp av Cartesisk tensornotation att
AxBxC)=(A-C)B-(A-B)C. (15)

Losning:

[A x (B x C)|; = €ijpAjerimBiCm = €ijerimA;BiCr, =

dér vi har anvént (9) och (11).

4 Gradient, divergens och rotation

Gradienten av ett skalarfalt, ¢ = ¢(x,y, ), skriver vi som

_ (99 94 99

dar V kallas for "nabla-operatorn”. 1 traditionell vektornotation kan vi skriva
nabla-operatorn som

0 0 0
V—em%+eya—y+e2$. (18)

I Cartesisk tensor notation motsvaras nabla operatorn av operatorn

3
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Figure 2: Gradienten, V¢, ar vinkelrat mot isolinjerna och pekar i riktning mot
vaxande ¢. Ju tatare isolinjerna ligger intill varandra, desto storre ar gradienten.

0
19
. (19)
och gradienten av ¢ kan vi skriva mycket kompakt som
99
. 20
o (20)

Gradienten av ett skalarfalt ar ett vektorfalt som overallt ar vinkelrdtt mot faltets
isolinjer, vilka ar de linjer langs vilka faltet &r konstant. Gradienten av ¢ pekar i
riktning mot vaxande varden av ¢ och ju mer ¢ vaxer desto storre ar dess gradient.
Ett viktigt skalarfalt inom stromningsmekaniken ar tryckfaltet p. Tryckgradienten,
som vi antingen kan beteckna med Vp eller med 0p/0z;, ar alltsa ett vektorfélt som
overallt ar vinkelratt mot isobarerna och pekar i riktning mot stigande tryck. Med
hjéalp av gradienten kan vi definiera forandringen av ett skalarfilt utefter en kurva
r(s) = (z(s),y(s), z(s)), dir s &r baglingden utefter kurvan. Rikningsderivatan
av ¢ langs kurvan kan vi skriva som

do

Ezet'vqba (21)

dar e; ar enhetstangentvektorn langs kurvan.
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Figure 3: Forandringen av en funktion, ¢, langs en kurva mats med riknings-
derivatan, d¢/ds = e; - V¢, dar s ar baglangden ldngs kurvan och e, ar kurvans
enhetstangentvektor.



Om vi istéllet opererar med nabla-operatorn pa ett vektorfalt u, sa far vi ett
skalart falt som kallas for divergensen av u,

0ui
03:,- ’
Om vi opererar med VX pa u sa far vi ett nytt vektorfalt, V x u, som kallas for

rotationen av u. En mycket anvandbar formel ar

0
(V X u)i = Eijkﬁ—ijk . (23)

V.u:

(22)

Exempel 1.2
Visa med hjalp av Cartesisk tensornotation att
a) rotationen av en gradientfélt &r noll,
b) divergensen av ett rotationsfilt &r noll.
Losning:

a)
8 0o 8%

:€i' ——:EZ" —_— .

]kﬁl’j 8:@ jk&l’jl’k
Bade j och k ar sa kallade ”dummy index”. Att de bada forekommer tva ganger
betyder att vi ska summera 6ver bada dessa index. Uppenbarligen spelar deras
namn ingen roll. Vi hade precis lika bra kunnat anvanda m och n och vi kan ocksa
lata j och k£ byta namn. Om vi gor det sa far vi

8% 8¢ 8¢

Cijk = Cikj g =
0z T Oy,

(V x Vo) (24)

= —€jp— 25
Jk al,j T ( )
dér vi anvént (10). Uttrycket i vénsterledet &ar alltsa lika med minus sig sjalvt och
maste darfor vara lika med noll.
b)
0 0 0?uy, 0?uy,
V (VX)) =—€nm—Ur = €jk——=— = —€ijk =7
( ) o0x; ik Oz, b ]kﬁxiaxj ]kaxiaxj
Pa samma sétt som i exempel a) har vi alltsa visat att ett uttryck &r lika med
minus sig sjalvt. Alltsa far vi

(26)

V- (Vxu)=0. (27)

Exempel 1.3

Visa med hjalp av Cartesisk tensornotation att

Vx(VxA)=V(V-A)- VA (28)

Losning:

o 0 82Am
[v X (V X A)]Z = Eijka—xj€klma—l’lj4m = 6kij€klmm =

PA, D04 PA
8:@8@ N 8:61 8:@ 8$j8£(7j n
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Figure 4: Integralen [, V-udV kan skrivas om som en integral av flodet, [¢u-ndsS,
over kontrollvolymens begransningsyta.

5 Gauss sats

Med traditionell vektornotation kan vi skriva Gauss sats
/Vv-udvz/su-nds, (30)

dar vansterledet dr en volymsintegral 6ver volymen V' och hogerledet ar en yt-

integral 6ver volymens begransningsyta och n ar begransningsytans enhetsnor-
malvektor som pekar utat. I Cartesisk tensornotation kan vi istallet skriva Gauss

sats 9
Uy

= iy . 1

/V oAV [S wing dS (31)

6 Cylinderkoordinater
Med hjalp av cylinderkoordinater kan ortsvektorn r for en punkt skrivas

r=re, + ze,. (32)
En vektor u kan skrivas

u = u,e, + ugey + u,e,, (33)

dar e,, ey och e, ar enhetsvektorerna i den radiella, den azimutala respektive den
axiella riktningen och w,, uy samt u, ar den radiella, azimutala respektive den
axiella komponenten. Komponenterna ar funktioner av de tre koordinaterna r, 6
och z. De bada enhetsvektorerna e, och ey ar funktioner av 6, d v s de vrider sig
med . Som ni redan larde er i den forsta mekanikkursen géller foljande samband

Oe,

0e9 o
W = —€,. (35)

I cylinderkoordinater kan nabla-operatorn skrivas

0 10 0

V= er% +ee;% +ez£

(36)
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Figure 5: Uppdelning av ortsvektorn r i tva komposanter re, och ze,.

Exempel 1.4
Visa att 5 8¢ o 5%
2,10 199 0%

Vo= ror \ or * r2 002 * 022 (37)
Losning

0 10 0 0 10 0

2. _ . Y -9 ) (e L - )=
V=V -Vo¢ (era+9 89+28> (era + ey 8@+28>¢
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I appendix A hittar ni anvindbara uttryck och ekvationer i cylinderkoordinater.



