Forelasning 2.

1 Materiell derivata

Vitskor och gaser kallas med ett sammanfattande ord for fluider. I verkligheten
bestar fluider av partiklar, d v s atomer eller molekyler. I stromningsmekaniken
bortser vi fran fluidens partikelstruktur och antar istéllet att fluidens minsta
bestandsdel ar betydligt storre an en molekyl samtidigt som den ar mycket liten i
forhallande till alla makroskopiska langdskalor. Vi kallar ett sadant element for ett
fluidelement och antar att vi kan bortse fran att det har en inre struktur. Detta
antagande kallas for kontinuumhypotesen.

Hastighetsfaltet for en fluid anger vi som funktion av laget och tiden, u =
u(z,y,z,t). Ett fluidelements ldge fordndras hela tiden i en strémmande fluid.
Antag att vi vill bestdimma hur en viss storhet, ¢ = ¢(x,y, z,t), fordndras med
tiden da vi méter ¢ pa ett fluidelement. Vi kan t e x tdnka pa ¢ som tempera-
turen av ett visst element. Forandringen av ¢ under en litet tidsintervall ¢ kan
vi beteckna med d¢. Under tidsintervallet 6t har fluidelementet gjort en liten
forflyttning (dx, dy, dz). For att bestimma d¢ maste vi ta med denna forflyttning
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Figure 1: Den materiella derivatan av ¢ ar ett matt pa fordndringen av ¢ métt pa
ett fluidelement. Termen u - V¢ hérror fran den forflyttning som en fluidelement
genomgar da vi mater forandringen av ¢.

i berakningen och sa att siga ”folja med” elementet:
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Den materiella derivatan av ¢ definierar vi som
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dér (u,v,w) ar hastighetekomponenterna. Hér har vi utnyttjat att att
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Den materiella derivatan kan vi betrakta som en operator. Med olika beteckn-

ingssystem kan vi skriva denna operator som
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ﬁ = a—f‘u V. (6)

Vi kan ocksa operera med den materiella derivatan pa ett vektorfalt. Om vi
exempelvis opererar pa hastighetsfiltet sa far vi accelerationsféltet

a(r,y,z,t) = — = — +u- Vu. (7)

2 Kontrollvolymer

En fix kontrollvolym, V, ar en volym vars begransningsyta inte fordndras med
tiden. En materiell kontrollvolym, V), ar en volym vars begransningsyta har samma
hastighet som fluiden. Man kan sidga att dess begréansningsyta ror sig med fluiden.
Om vi integrerar en storhet ¢ 6ver en volym maste vi skilja pa om vi integrerar
over en fix eller en materiell kontrollvolym

Jy #dV  Integralen ar over en fix volym. (8)
[y odV  Integralen &r 6ver en materiell volym. 9)
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Figure 2: En materiell kontrollvolym V forflyttas och deformeras med fluiden.

For tidsderivatan av dessa integraler galler

%/ngdv — /—dv (10)

%/ngdv — a¢dv+/¢u nds (11)



dar n ar kontrollvolymens utatriktade enhetsnormalvektor och S ar dess begrans-
ningsyta. Den sista termen i den andra ekvationen beskriver tidsforandringen som
uppkommer pa grund av att den materiella kontrollvolymens begransningsyta ror
sig med fluidens hastighet u. Enligt Gauss sats sa kan vi skriva om den andra
ekvationen som
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Ekvation (12) kallas ibland fér Reynolds transportteorem.

2.1 Inkompressibel fluid

En inkompressibel fluid &r en fluid f6r vilken volymsmattet (eller volymen) av en
godtycklig materiell kontrollvolym inte férandras med tiden:

%:%/})dV:/Su-ndS:/vv-udVZO. (13)

Betrakta en liten kontrollvolym kring en punkt P. Om volymen ar tillrackligt
liten sa kan inte integranden V - u éndra tecken over volymen. Om integranden
inte dndrar tecken och integralen &r noll sa maste ocksa integranden vara identiskt
noll. Alltsa har vi att

V-u=0, (14)

for en inkompressibel fluid.

Vanliga vétskor kan normalt behandlas som inkompressibla fluider och detta
galler, kanske nagot forvanande, ocksa for de flesta gaser sa som luft, forutsatt att
hastigheten i stromningsfaltet ar liten i forhallande till ljudhastigheten. Om u &ar
en typisk hastighet i stromningsféltet och a ljudhastigheten sa definieras Machtalet
som M = u/a. Sa lange M < 1 kan vi anta att (14) géller med god noggrannhet.

3 Stromlinjer och stromfunktionen

En stromlinje &r en linje vars tangent ar parallell med hastighetsfaltet. Om
dr = (dz,dy) ar en liten forflyttning langs en stromlinje i ett tvadimensionellt
hastighetsfélt, u = (u,v), dir u och v &r filtets x- och y-komponent, sa géller
alltsa (se figur 3)
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De banor utefter vilka fluidelementen forflyttar sig kallas partikelbanor. For ett
stationart hastighetsfalt ar stromlinjerna ocksa partikelbanor, men for ett falt som
inte ar stationért sa galler inte detta.
I det tvadimensionella fallet kan vi skriva (14)
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Detta samband ger oss mojligheten att uttrycka hastighetskomponenterna i termer
av en funktion, W, som kallas for stromfunktionen. Den definieras av foljande
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Figure 3: Ekvationen (15) for stromlinjerna kan hérledas genom att betrakta lik-
formiga trianglar.
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Vi betraktar nu forandringen, dW¥, av ¥ lings en stromlinje. Som forut ar for-
flyttningen lings stromlinjen (dz, dy). Enligt (15) och (17) far vi

dv = g\id + aa—\lldy = —vdx + udy = —udy +udy = 0. (18)

Stromfunktionen éar saledes konstant lings en stromlinje. Alltsa dr stromlinjerna

stromfunktionens isolinjer
U = Konstant , (19)

med olika konstanter for olika stromlinjer.
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Figure 4: Stromlinjerna ar isolinjer till stromfunktionen.

Exempel 2.1
Berikna stromlinjerna for hastighetsfiltet (u, v, w) = (az, —ay, 0).
Losning

Stromningen ar tvadimensionell och dessutom inkompressibel, eftersom

—+—=a—-a=0. (20)



Stromfunktionen kan skrivas

U =axy. (21)
For x # 0 sa ar alltsa ekvationen for stromlinjerna
C
== 22
y= (22)

dar konstanten C' ar olika for olika stromlinjer. Det &r ocksa léatt att se att y-axeln
dr en stromlinje. I figur 5 ser vi stromlinjerna. I origo &r hastigheten noll (bada
komponenterna &r noll). En sadan punkt kallas en stagnationspunkt.
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Figure 5: Stromlinjer for hastighetsfaltet i exempel 2.1.

4 Kontinuitetsekvationen

Densiteten av en fluid &r en funktion av rumskoordinaterna och tiden, p = p(x, y, 2, t).
Densiteten ar alltsa ett skalart falt. Massan av en materiell kontrollvolym

/V pdv, (23)

maste vara konstant i tiden, eftersom ingen fluid strommar ut eller in genom
kontrollvolymens begrinsningsyta. Enligt ekvation (12) har vi alltsa

%ApdV:A<%+V(pu)>dV:0 (24)

Eftersom detta samband galler for en godtyckligt liten kontrollvolym som vi kan
placera var som helst i fluiden sa maste integranden vara identiskt noll overallt.
Alltsa har vi att

dp

E+V~(pu):0. (25)



Denna ekvation kallas kontinuitetsekvationen och kan ocksa skrivas
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D1 +pV-u=0 (26)
For en inkompressibel fluid géller saledes
Dp
— =0. 27
Dt (27)

I praktiken sa kan vi anta att p ar konstant i bade tid och rum f6r en inkompressibel
fluid.

Kontinuitetsekvationen kan ocksa harledas genom att vi betraktar en fix kon-
trollvolym med massan

/V pdV (28)

Massokningen maste vara lika med det totala massfiddet in genom volymens be-
gransningsyta. Detta ger

%/Vpd‘/:—/spu~nd5, (29)

dar minustecknet kan forstas mot bakgrund av att n ar enhetsnormalvektorn som
pekar ut fran begrénsningsytan S (se figur 6) Om vi samlar bada termerna till
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Figure 6: Massflodet in i en fix kontrollvolym é&r lika med — [4 pu - ndS.

vénsterledet och anvénder oss av ekvation (10) samt Gauss sats sa far vi

A(%%—V-(pu)) v =0. (30)

Eftersom detta galler for en godtyckligt liten kontrollvolym som vi kan placera var
som helst i fluiden sa maste integranden vara indentiskt noll, vilket aterigen ger
oss kontinuitetsekvationen (25).



Exempel 2.2

En inkompressibel fluid strommar genom ett avsmalnande ror, enligt figur 7.
Hastigheten vid inloppet ar u;. Rorets tvarsnittsarea ar A; vid inloppet och A,
vid utloppet. Bestam hastigheten vid utloppet.
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Figure 7: Volymsflodet vid utloppet maste vara lika med volymsflodet vid inloppet.

Losning:

Massflodet in 1 roret maste vara lika med massflodet ut ur roret och eftersom
fluiden ar inkompressibel sa géller detta ocksa for volymsflodet. Alltsa har vi att

A
/ U1 ds = /t U9 ds = U1A1 = u2A2 = Uy = A—Ul (31)
mn U 2

5 En anvandbar integralsats

Med hjélp av Reynolds transportteorem (12) och kontinuitetsekvationen far vi

b= (50 )

/V (M + —(/)¢U) 0 (pcbv +3; p¢w )
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Sambandet (32) géller for ett godtyckligt skalédrt falt ¢ och dessutom for ett god-
tyckligt vektorfalt A. Om vi tar bort alla mellanled far vi alltsa

%/vwdv - /p%dv, (33)
%/ypAdV - /p—dv (34)



