Om att rakna med tal som inte finns
Lars Nystedt

Foredrag vid gymnasistdagen i matematik 23 nov 1988

Gud skapade de naturliga talen.
De andra har vi gjort sjalva.
Leopold Kronecker (1823-1891)

Nar jag gick i skolan fick jag lara mig att de sk imaginéra talen kallades s, darfor att
man en gang ansag att de inte fanns. Men man hade borjat rakna med dem énda, fast
de inte fanns, och kallade dem da for tinkta — imagindra — tal, till skillnad fran de
riktiga — reella — talen som verkligen fanns. Utgéngspunkten for de imaginéra talen ar
detta méarkliga ’tal” som betecknas med i, och som multiplicerat med sig sjalvt skulle
bli — 1. Det var ju latt for mig att kontrollera att det inte finns nigot sadant tal. De
enda tdnkbara var ju + 1 och — 1, och for bégge géllde att 1 kvadrat blev de + 1. Jag
minns fortfarande den hisnande kénslan nér jag rdknade med dessa tal som egentli-

- gen inte fanns.

Det har emellertid hént flera gnger att man 1 matematiken métt tal som inte
finns”. T ex visste de grekiska pythagoréerna att om man konstruerade en kvadrat
med sidan 1, s& hade métetalet f6r diagonalen den egenskapen att om man tog talet i
kvadrat blev resultatet 2. Men de kénde bara till de rationella talen, och man kunde
bevisa att det fanns inget tal sidant att dess kvadrat blev 2. Detta var ett stort
problem for dem, for de trodde att allting var tal, och hér fanns nu nigot som
bevisligen inte var ett tal. Det finns en tradition att en av pythagoréerna som hette
Hippasus blev mordad for att han avsléjade detta for utomstaende. Senare lirde sig

~ dock grekerna att behandla vissa irrationella tal.

Nir jag nu skall tala om “tal som inte finns” har jag valt de negativa talen. Jag har
valt dem av tva skil. Dels darfor att ni alla kan rékna med de negativa talen. (Det blir
alltsd ingen ny och svar matematik. I stallet kommer jag att be er ’tanka bort” allt ni
kan om negativa tal.) Dels har de utgjort ett enormt problem for matematikerna,

~som vi snart skall se. Nar vi vil har ”ténkt bort” de negativa talen, sa att de inte

’finns”’, skall vi hitta pa ett sitt att inféra dem Vi skall ocksa se hur vi kan ldra oss
att rakna med dem.

Negativa tal ar for oss idag inga mirkvirdigheter. Om man stéller f6ljande

~ problem: Det &r nu +4 grader. Om temperaturen sjunker 6 grader, hur varmt blir
det d4? Ingen tvekar om svaret. Det blir —2 grader. Eller foljande problem: En
finansvalp har 4 miljoner och férlorar 6 miljoner p& spekulationer, hur mycket
_ pengar har han d4? Svar: Han har — 2 miljoner, dvs han har en skuld p4 2 miljoner.
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Men det finns andra situationer dér negativa tal ndrmast forefaller att vara ett
daligt skamt. For en del &r sedan fanns i TV en populér serie som hette Familjen
Flinta. En dag har Barney Granit hort talas om negativa tal och pratar med Fred -
Flinta om saken. Jaha, siger Fred, da radar vi upp 4 &pplen hér pa bordet, och sen
4ter vi upp 6 av dem. Sedan tittar vi pi de — 2 &pplen som &r kvar. Forresten kan vi
fortsitta att 4ta upp — 7 applen till av de dir — 2. Och plétsligt ligger det 5 &pplen
framfor oss pa bordet. Det hir blir det ju inget vett med.

Nagra dagar senare har Fred fétt ett si arbetsamt jobb. Han skall tillverka 12
stycken stenyxor. Barney har ett forslag. Om Fred tillverkar — 3 stycken stenyxor om
dagen, och haller pd med det i —4 dagar; di har han, hokus pokus, tillverkat 12
stenyxor. Fred Flinta undrar om det inte finns en hake nagonstans.

De negativa talen har inte alltid “funnits”. De inférdes av bla indierna pé
dttahundratalet just for att beteckna skulder. Aven kineserna kiinde till dem. De
skrev dem med svart tusch, till skillnad frén de vanliga talen som skrevs med r6tt
tusch.

Men de negativa talen utgjorde ett svart problem. Under arhundraden vigrade
ménga matematiker att befatta sig vare sig med dem eller med ekvationer som hade
negativa rotter. Annu 1759 skriver en matematiker, Francis Maseres, om negativa
tal, att de endast kranglar till fsrhéllanden som annars &r klara och enkla att forsta,
och att det vore onskvart om man aldrig hade kommit pa dem.

Ar 1831 behandlade Augustus de Morgan féljande problem:

En far ar 56 ar, hans son 29. Om hur ménga ér blir fadern dubbelt s& gammal som
sonen? Detta problem leder till ekvationen '

56 +x=2-(29 +x)

som har 16sningen x = — 2. Vi tycker kanske inte att det &r svért att tolka resultatet,
men de Morgan anser att resultatet och ekvationen &r absurda just for att roten ar
negativ. Men han fortsétter att séga att om man &ndrar fragestallningen till for hur
- mdnga dr sedan var fadern dubbelt s& gammal som sonen?”, da blir ekvationen

56 —x=2-(29—x)

och den har roten x = 2, vilket ar helt ok.

Vi skall inte tro att de Morgan var nigot dumhuvud. Tvértom berodde hans tvekan
infor de negativa talen pa att han bittre n de flesta insdg svérigheterna. Att en sa
framstaende matematiker annu for 150 ar sedan hade svarigheter med de negativa
talen visar vilket formidabelt svart problem de utgjorde. Vi kan knappast forestélla
oss hur otroligt svart det har varit.

Nu skall vi alltsa stilla oss pa familjen Flintas matematiska nivd. For oss &r tal
nagot som man riknar stenyxor och applen med. Matematiken ar for oss en experi-
mentell vetenskap, och vi inser att 4 + 2 = 6 genom att ligga upp forst 4 &pplen och
sedan 2 till och rikna hur méanga vi har tillsammans. Vi kanner ocksa till talet 0. Det
ar nar vi inte ligger upp néagot dpple alls. Vi kan de fyra riknesatten med de naturliga
talen, s& lange resultaten inte blir orimliga. Det finns vissa rdkneoperationer som inte
gar att utfora, tex 4—6. ,

Negativa tal finns inte for oss, eftersom det ar absurt med — 2 &pplen.

Vi kinner till ekvationer: Foljande problem: Jag har gjort 4 stenyxor; hur ménga
yxor till behover jag gora for att ha gjort 6 yxor?” leder till ekvationen 4 +x = 6.




-

Om att rikna med tal som inte finns 11

Om nu ndgon skulle komma med den sk kommutativa lagen, och past4, att for alla
tal a och b giller att

a+b=b+a
och
a-b=b-a,

sa skulle vi formodligen inte frdga hur man kan veta det, utan snarare vad man har
for glidje av att veta det. (Det minns jag att jag sjalv har fragat, men jag minns inte
vad jag fick for svar.)

Det var ju sa i dldre tid att matematiken var rent praktisk. Gamla handskrifter i
matematik talade endast om Aur man skulle gora for att 16sa ett problem; inte alls
varfor detta sétt ledde fram till en 16sning. Det var grekerna som borjade intressera
sig fér den senare frdgan. Euklides Elementa ar en milstolpe i ménniskans intellektu-
ella historia dven darfor att det &r en av de forsta bocker dar det forekommer bevis.

* Men antag att vi kan intressera Fred och Barney f6r den kommutativa lagen, och
hur man kan veta att den &r sann. Den frégan &r svar. Vi kan visserligen kontrollera
att 4+5=5+4 och att 6+2=2+6 osv, men hur manga par av tal a och b vi in
kontrollerar, s& finns det kvar par som vi inte har kontrollerat, och for vilka

kommutativa lagen kanske inte géller.

Men 14t oss géra sé har: Vi kommer Gverens om att a + b skall riknas fran vinster
till hoger. a + b betyder att vi har lagt ut en rad med a st yxor framfor oss frin vinster
till hoger. Dérefter fyller vi p4 med b st yxor ut 4t hoger. D4 ligger det a + b yxor i
den raden. Méla nu ett rott kryss pa var och en av de forsta a yxorna, och sedan ett
gront kryss pé var och en av de senare.

Om vi nu kliver 6ver yxraden och tittar p& den fradn andra hallet kommer vi att se
(fran vanster till hoger) forst b stycken grc‘jna yxor och sedan a stycken roda, dvs
b + a stycken. Men det maéste ju vara lika manga yxor som forut! Alltsé galler att
at+b=>b+a.

Likadant med multiplikation. Vi kommer 6verens om att a- b skall betyda att vi
lagger ut ett rektanguldrt monster med stenyxor framfér oss. Vi tar a stycken rader
med b yxor i varje rad. Det blir a- b yxor. Om vi sedan tittar pa detta fran sidan blir
det i stéllet b stycken rader med a yxor i varje rad, dvs b - a stycken yxor. Alltsd maste
a-b=b-a.

Den andra frdgan: vad vi har for gladje av att veta detta? vill jag drdja med.

Lat oss anta, att vi har blivit intresserade av vilka ytterligare riknelagar som giller.

Forst konstaterar vi emellertid att den kommutativa lagen inte giller fér subtrak-
tion eller division. 6 — 4 #4 — 6. Tvirtom &r det bara det ena ledet som gar att utfora.
Det andra ledet blir meningslost.

Vi har den associativa lagen:

(a+b)+c=a+(b+c) tex(4+5)+6=4+(5+6);
(@-b)-c=a-(b-c) tex(4:-5):-6=4-(5-6);

Inte heller den associativa lagen giller f6r subtraktion: (8 —5)—2#8— (5-2).
-Déiremot géller att

(a+b)—c=a+(b-c)

om bada leden har en mening.



12 Om att rdkna med tal som inte finns

Vi kan stilla samma tvé frigor om den associativa lagen som om den kommutativa,
nimligen hur vi kan veta att den &r sann, samt vad vi har f6r gladje av att veta det.
Emellertid ar det lattare att férstd vitsen med den associativa lagen, eftersom det &r
den som gor att vi kan skriva 4 + 5 + 6 utan att specificera om det &r 4 + 5 som skall
goras forst, eller om det ar 5+ 6. Vi kan ju bara gora en addition at gangen.

.En sak vi bor notera ir att dessa lagar inte bara giller for tvd respektive tre
element. Genom att kombinera den kommutativa och den associativa lagen flera
ganger kan vi visa att tex

a+b+c+d=d¥b+a+c

och
(a+b)+(c+d)=(a+(b+c)) +d.
Vi bor dven niamna de distributiva lagarna:

a-(b+c)=a-b+a-c;
(a+b)-c=a-c+b-c.

Tva tal har en alldeles speciell stillning, ndmligen 0 och 1.

a+ 0=a for alla a;
.a+1=a for alla q;
a-0=0 for alla a.

Vi siger att 0 r en additiv enhet och 1 ar en multiplikativ enhet.
Likhetstecknet maste vi ocksa sdga négra ord om.

x =y medfdr y = x;
x=y och y =z medfdr x = z.
Detta kallas for den transitiva lagen. Euklides uttryckte det s&: De som &ro lika med

ett och samma #ro sinsemellan lika. (Fast p& grekiska forstas.)
For likheter géller dven att

x =y medfér x +a =y +a for alla a;
x =y medfor x —a =y — a for alla a dér detta har en mening.

Harur foljer den sk kancellationslagen eller strykningslagen:
x+a=y+amedfor att x=y,

ty x+a=y+a medfér (x+a)—a=(y+a)—a, dvs x+(a—a)=y+(a—a), och
a — a = 0. Har har vi faktiskt gladje av den associativa lagen. Den transitiva lagen har
vi anvént flera ganger.

Det &r bla detta man anvinder sig av niar man l6ser ekvationer. Ett exempel:

x—4=28.

Vi skriver x —4 + 4 =8+ 4, och far x =12.
Minga elever lir sig det hdr som att “man flyttar 6ver och byter tecken”. De
glommer darvid vad man i sjdlva verket gor.
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Lat oss nu se pa en omdjlig ekvation:
x+2=0.

Det finns uppenbarligen inget tal som 16ser den ekvationen. Men liksom Alexander
den store en gang loste den gordiska knuten med ett enda svirdshugg, sa 16ser vi

- ekvationen genom att hitta pé ett ’nytt” tal, som har just den egenskapen att den &r

rot till den omdjliga ekvationen. Vi tecknar det talet 2”.

Observera att det enda vi vet om 2" ar att 2" + 2 = 0, och motsvarande f6r 0%, 17, 3
4" osv. De hir ir naturligtvis inga “’riktiga” tal, och vi kommer 6verens om att kalla
dem for ”onaturliga” tal till skillnad fr&n de riktiga, de “’naturliga” talen.

I skolan lar vi oss att kalla dem f6r ’negativa” tal. Namnet kommer fran latinets
negare som betyder forneka, upphéva. 2" skulle alltsd vara det tal som upphéaver 2,
dvs 2°+2=0.

Nu kommer vi till en viktig fraga: Hur skall vi kunna rikna med de nya talen? Hur
skall vi veta vad 2" + 4" blir? Eller 3*-4"? Vi kan ju inte lagga upp 2" dpplen och 4
dpplen och rakna ihop. Inte heller lagga upp 3" rader med 4” yxor i varje rad. Detta
4r en svar fraga. '

L4t oss i stéllet borja med nagot betydligt enklare. Vi bestimmer oss for att de nya
talen skall lyda samma lagar som de gamla talen, dvs de kommutativa och andra lagar
som vi har skrivit upp ovan. Det kan ju tyckas vara ganska ointressant att bestimma
att 2+ 4" =4"+ 2", nir vi 4nda inte vet varken vad hoger eller vanster led blir. Men
vi far i alla fall som ett forsta resultat, att 2" +2=2+2"=0.

Egentligen 4r det ganska naturligt att lagarna &ven skall gélla de onaturliga talen.
Vi kan gora den liknelsen att matematiken &r ett land, dir de infédda invanarna 4r de
naturliga talen och de negativa talen ar invandrare. Invandrarna bor da tex lyda
samma trafikregler som de infédda. Hur skulle det bli om vi stadgade att infédda kor
hogertrafik, under det att invandrare skall kora vénstertrafik? '

Man skulle kunna tro att vi behover uppfinna annu flera tal, tex ett tal 2 som
skulle uppfylla 2™ 4+ 2" =0, och sedan ett som uppfyllde 2" + 2™ =0, osv. Men tack
vare kancellationslagen far vi att 2™ +2"=0=2"+2=2 + 2" medfor att 2" =2. 2"
och 2™ osv &r alltsd onddiga. Vi uppticker ocksa att 0" =0. ‘

Nu visar det sig, ganska f6rvanande, att vi kan berékna tex 3" +4". Vi vet ju, att
343'=0ochatt4+4"=0. Vifardd att 0+0=(3+3)+ (4 +4)=3+(3"+4) +
4£'=3+4+3)+4'=CB+4H)+3 +4)=7+3"+4"),dvs 7T+ (3" +47)=0.

Men 7 + 7" = 0. Kancellationslagen ger da att 3" +4"=7". Vi hade ju bestimt att
kommutativa och associativa lagen skulle gélla dven for de onaturliga” talen, och
det riackte for att vi skulle kunna rikna ut att 3" + 4" =7". Det tycker jag sjélv ar ett
ganska bra svar pa frigan: ’Vad kan man ha fOr nytta av den kommutativa lagen?”’

LAt oss nu jamfora de bada uttrycken 6 — 4 och 76 +4"”. Vi ser att det senare
blir 2+4)+4 =2+ (4+4")=2+0=2. Det forsta uttrycket blir ocksa 2. Vi kan
alltsa ersitta subtraktion av 4 med addition av 4". Det ar oerhort viktigt, f6r addition
ar kommutativ och associativ till skillnad fran subtraktion.

For att forstd varfor detta ar praktiskt betraktar vi en ekvation, tex 3x —4 —
2x —3=0. Skriv vanster led som 3x + 4" +2°x + 3", vilket ger 3x +2x +4"+3" =0
eller x + 7" =0, som ger x =7. Hér har vi verkligen gladje av de kommutativa och
associativa lagarna!

Hur skall vi nu berikna tex x=4—6? Svar: Vi fir att 2+x=2+(4—-6)=
2+4+6"=6+6"=0,dvs 2+x=0, dvs x=2".

Multiplikation med 1 resp 0 skall ocksa gilla som forut, tex 1-2"=2"0och 02" =0.

For att berdkna 1°-2 gor vi sd har: 0=2-0=2-(1+1")=2-1+2-1"=2+2-1".
Dvs 2+2-1"=0. Men detta visar att 2-1"=2".

A
b
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Lat oss nu se pa den distributiva lagen en gang till. 0=1"-0=1"- 1+1)=1"-1+
1"-1"=1"+1"-1", alltsd 1" + 1" - 1" = 0. Kancellationslagen ger oss att 1"- 1" = 1, och
pé liknande sétt far vi att 3*- 4" = 12.

Emellertid vore det fel att siga att vi har bevisat att 1*- 1" = 1. Snarare bor vi sdga
att detta dr en konsekvens av att vi later de negativa talen lyda samma rdknelagar
som de vanliga” talen. Visserligen har vi ingen erfarenhet som sdger att resultatet ar
rimligt, men inte heller tvingas vi sdga att det ar orimligt. I alla hindelser har vi hir
haft anvindning av de kommutativa mfl lagarna.

Lét oss nu stanna upp ett gonblick och se vad vi har gjort. Situationen var den att
vi hade ett oldsligt problem, namligen en ekvation som inte hade nigon rot. Da
hittade vi pd ett nytt element med den enda egenskapen att den var en 16sning till det
ol6sliga problemet. Man fragar sig di girna: Fir man géra sa?

Det ar ett intressant och viktigt problem. Och den #r naturligtvis kopplad till en
annan friga: Vem eller vad bestimmer vad man fir respektive inte far gora?

Ett svar pa den frigan ar: Man fér hitta pd vad som helst, bara det inte leder till
orimligheter. Vad jag menar 4r tex féljande: Det finns inget tal x som uppfyller bade
x <0 och 1<x. Ség att vi uppfinner ett sddant tal precis pa samma sitt som vi gjort
ovan. Det skall lyda lagarna for vanliga tal. En sddan lag &r att om a < b och b <c, s&
a<c.Vifardd att 1 <x och x <0, dvs 1 <0, vilket ar orimligt. Vi drar slutsatsen att
ett sddant tal x “’far vi inte hitta pa”.

Detta ger en ny intressant och viktig fraga. Det dr uppenbart att de negativa talen
medfér férvanande konsekvenser som vi inte kunde forutse. Tink om de skulle
medféra orimliga slutsatser som tex att 0 = 1. Hur vet vi att de inte gor sa? Svaret dr
att det vet vi inte, men de har inte gjort sa hittills. Om man skulle uppticka en sddan,
da finge vi tinka igenom situationen fran bérjan.

Ekvationen x + 2 = 0 &r inte den enda orimliga ekvationen. x -5 =1 r lika orimlig
(i méngden av naturliga tal). L4t oss, pa samma sitt som ovan, infora nya tal, tex tal
5%, som uppfyller 5% -5 =1. Aven dessa tal skall lyda riknelagarna. Vi ser att vad
vi nu har uppfunnit 4r de allméinna braken.

Eller betrakta ekvationen x*> + 1 =0. Den &r ocksa orimlig. Men pé precis samma
satt som ovan infor vi ett nytt tal, i, som inte funnits f6rut, och som skall lyda
réknelagarna, och som skall uppfylla i + 1 = 0. Nu har vi infort de komplexa talen,
och de ger knappast upphov till stérre problem #n de negativa har gjort, dven om de
faktiskt medfor orimligheter. Betrakta féljande berikning:

1=YI=V(-1)-(-D=y~-1-y=1=i-i=-1
dvs 1=—1, vilket &r klart orimligt. Vi I8ser problemet genom att bestimma att
negativa och imaginéra tal inte behover folja réknelagen Ja-b =Va-)b, som ju
géller fOr positiva tal. Vi offrar hellre den lagen 4n vi offrar de Imaginéra talen.

Men vad skall vi ha dessa nya tal till? Fér den som alltid vill ha en anviandning av
matematiken kan man peka p4 att bokforing med skulder och tillgdngar blir lattare
med negativa tal, och att vixelstromskretsar beskrivs bést med imaginira tal. For
andra ar det tillrickligt att det 4r ett dventyr att lira kiinna dessa nya tal.

En parentes i sammanhanget ar f6ljande friga: Har vi uppfunnit de negativa talen,
som tex Edison uppfann grammofonen? Eller har vi upptickt dem, som Livingstone
upptéckte Viktoriafallen? Kronecker tycks anse det forsta.

Men svaret ar vil att tal inte “finns” i samma mening som grammofonen eller
Viktoriafallen. Det &r svért att tinka sig en tomte som bankar pa en dérr och undrar:
“Finns det ndgra naturliga tal hir?”’ Finns” kan betyda manga saker.
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Till sist vill jag visa ett handfast problem, dér vi har anvidndning av de nya
onaturliga (= negativa) talen:

Fem sjomén och en apa spolas i land pé en 6de 6. De tillbringar hela dagen med att
samla kokosnotter, som de ldgger i en stor hog pa stranden. De somnar trétta.
Emellertid vaknar en sjdman. Han tycker att det ar sékrast att han tar sin del och
gommer den. Han delar darfor nétterna (&rligt) i 5 lika stora hogar men finner att
det blir 1 nét dver. Den ger han it apan. Sjomannen gréaver ner sin del, och apan
gommer sin n6t. De 6vriga 4 hogarna laggs ihop till en (nu négot mindre) hog Sedan
somnar han. Man forstar nu hur problemet fortsétter. S]omannen vaknar en efter en.
Var och en delar den hog han finner i 5 lika delar. Varje géng blir det en nét over,
som apan fér, och som han gémmer. Och varje gdng gréver sjémannen ner sin del.
Nir morgonen gryr finns alltsé fem gomda hégar med nétter, en for var sjéman, plus
att apan har 5 noétter for sin del. Nu fragas: Hur ménga nétter hade man samlat?

Det forsta vi kan konstatera om problemet &r att det har ménga 16sningar. Om vi har
en 16sning Ly, samt en 16sning L, = Ly + 5, vad kan vi da séga om skillnaden §? Om
vi delar L, med 5, far vi resten 1. Om vi delar L, med 5 fir vi ocksd resten 1. Det
innebar att S delat med 5 ger resten 0, dvs S &r delbart med 5. Sjéman nummer 1

griver ner 1/5 av Ly — 1 eller av L, — 1. Sjoman nummer 2 finner alltsd - (Ll - 1)

eller %'(Lz— 1). Differensen &r hir %S, som &ven den maste vara delbar med 5, dvs S

ir delbart med 5%. Och s& vidare. Vi ser att S maste vara delbart med 5°, eftersom det
finns 5 sjomén som delar pa notterna. Tvé l6sningar skiljer sig alltsd 4t med en
multipel av 5°=13125. Men detta hjilper oss inte, om vi inte finner nagon 16sning.
Det ar vad vi skall gora nu.

Jag pastér att de samlade 4" (eller —4) nétter!

Den forste sjomannen delar upp dessa —4 noétter i 5 hdgar, som var och en
innehdller — 1 not. Men dé blir det + 1 n6t dver, som apan far (—4=5-(—1) +1).
Apan gommer sin ndt, och sjémannen sin — 1 nét. Kvar ligger — 4 nétter, som nésta
sjoman finner. Detta upprepas fem génger. Morgonsolens stralar kommer att falla

_ GOver de —4 notter som ligger i en prydlig hog pé stranden. P4 6n finns vidare fem
gomda hogar, var och en innehallande — 1 n6t. Den ende som tydligen har tjénat pa

ren, 4r apan, som har fatt +5 kokosnotter. En 16sning &r alltsd — 4.
len ‘da blir en annan 16sning — 4 + 5° =3121.
ala om negativa tal alltsa!
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