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1. Bestiam de intervall dir f(z) = 2? — Inz, &r viixande.

Vi observerar att definitionsméngden till f & x > 0. Vi deriverar och far f'(z) =
2¢ — 1/x som existerar for alla x > 0. Vi teckenstuderar derivatan och ser att

fl(xr) <0da0<ax<1/v2, f(1/v/2) =0, och f(x) >0 da x > 1/4/2. Det foljer
av detta att f #r viixande pa intervallet > 1/4/2 och inte pa nagot annat intervall.

Svar: f ar viixande pa intervallet z > 1/v/2 och inte pa nagot annat intervall.

2.  Berdkna med hjilp av partialbraksuppdelning integralen
3
10x
—du.
/2 22— 10z + 24

Med hjilp av partialbraksuppdelning far vi att

/3 10z d$:/3( 30 20 )dx

o 22— 10z + 24 s \z—6 x—4

= [30In |z — 6] — 20 1n |x — 4/]3

—30In[3— 6/ —20In|3 — 4] — 301n|2 — 6] + 20102 — 4|

= 30111% + 201n 2.

3. Berdkna volymen av den rotationskropp som genereras da
omradet mellan kurvan y = sinz och z-axeln pa intervallet 0 <
r < 7 roteras kring r-axeln.



Volymen ges av

4 1 — 2 2
/ ﬁsinzxdxzw/ ﬂdxzﬂ—.
0 0 2 2

SVar: 7% /2

4. A. Bestim Maclaurinpolynomet (Taylorpolynomet kring origo
alltsd) av grad 2 till funktionen f(z) = In (1 + z?).
B. Anvind svaret pa uppgift A nir du approximativt beridknar

arean mellan kurvan y = In(1+ 2%) och r-axeln pa intervallet
0<z<1/2.
A. Vi deriverar och far f'(z) = 2z/(1 + 2?) och f"(x) = (2(1 + 2?) — (22)?)/(1 +
z?)? och foljaktligen &r f(0) = 0, f/(0) = 0 och f”(0) = 2. Dérfor ar det sokta

Taylorpolynomet p(x) = 2.

1/2
B. Den sokta arean ges av In(1 + 2?) dor. Men eftersom In(1 + %) ~ 2? for
0

1/2
néra origo (enligt uppgift A) dr den sokta arean approximativt / v?dr =1/24.
0

Svar: A. p(z) = 2*. B. 1/24.
(Den som &r bra pa att integrera kan forstas rikna ut integralen exakt:

1/2 ) ov/2 1/2 272
In(1 dr = |z In(1 0= —
/0 n(l+ 2%) de = [zln(1 + 2°)] /o 2

1.5 2 (9 4 222 2
—-In- — — dx
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5.  En kropp med massan m roér sig réitlinjigt med hastigheten v(¢).
Den utsétts fér en bromsande kraft —k - v(t), ddr k& &r en posi-
tiv konstant. Om vi antar att inga andra krafter paverkar krop-

pen sa giller enligt kraftekvationen att md—: = —k - v(t). Bestim

hastigheten som funktion av tiden, om k£ =1, m = 2 kg och v(0) =5
m/s. Avgor sedan ocksa hur lang stricka kroppen ror sig efter
tidpunkten t = 0.



1
Vi ska forst 1osa differentialekvationen v’ + Ev = (. Karaktaristiska ekvationen

7+ 1/2 = 0 har 16sning r = —1/2 varfor diffekvationens allménna 16sning édr v(t) =
Ce~*2. Med hjilp av initialvillkoret kan vi nu bestimma C. Eftersom v(0) = Ce® =
C ser vi att vi ska vilja C' = 5 for att fa v(0) = 5. Hastigheten som funktion av
tiden ges alltsa av v(t) = 5e~/2. Striickan S(T") som kroppen ror sig fran tidpunkten
t = 0 till tidpunkten ¢ =T' ges av

T
S(T) = / 5e 2 dt = 5[—2e V) =10 — e /2,
0

Eftersom limy ., S(T') = 10 sa ser vi att kroppen, om den far fortsitta att rora sig
hur lénge som helst, kommer att forflytta sig 10 meter.

Svar: v(t) = 5e*/2. 10 meter.

1

6. Berdkna integralen / V1 —xdx pa tva olika sitt: A. Med hjalp
0

av partiell integration. B. Med hjilp av substitutionen v = /1 — z.

A. Vi anvander partiell integration och far

1—1’)3/2 . |:_(1_x)5/2:|1_ 4
.15

/o w1 -z = [—a(1 - 2)*2/(3/2)]; - / - 3/2 (3/2)(5/2)

B. Vi anvénder substitutionen u = /1 — x, som &r injektiv, med du = —dz/2+/1 — z,
vilket betyder att # = 1 — u? och dr = —2udu och x = 0 & u = 1 och
r=1<u=0. Vifar:

1 0
/ V1 —xdr = / —2u*(1 —u?) du = %
0 1

Svar: 4/15

7. Vilken dr den stOorsta area en rektangel i ry-planet kan ha om dess
ena horn ska vara i origo och det diagonalt motsatta hornet ska

ligga nagonstans i omradet z > 0, y > 0, y < oo 17
T



Den storsta arean fas uppenbart om man viljer det motsatta hornet PA kurvan,

dvs i en punkt diar y = == — 1. I sa fall blir arean
9 8x — z?
A — — 1 —
(z) x(x +1 ) r+1’
dar x > 0 enligt villkoren i uppgiften. Vi deriverar och far (efter férenkling)
—2? —2x+38
Alx)= ——————
@)= —rp

Enda nollstéllet for positiva x av A'(z) intriaffar nir x = 2. Vi ser ocksa att A’(z)
ar positiv for 0 < x < 2, sa A &r strangt vixande hér, och att A'(z) ar negativ for
r > 2, sa A ar striangt avtagande har. Det foljer att storsta vérdet for funktionen
A intraffar nar x = 2. Det storsta véirdet dr A(2) = 4. Den storsta area vi kan fa ar
alltsa 4.

Svar: 4.

8.  Avgor om det dr sant att Z
“Vk (k - 1)

1 1 1
< = .
\/E(k—l— 1) — Vkk k3/2

Vi observerar att for varje positivt heltal £ géller att

Det foljer att

S o

Sitt f(x) = 2732 Da &r f avtagande pa intervallet x > 1 (eftersom f'(z) =
—(3/2)2%/? < 0) och foljaktligen &r

S (k) < £ + / " e =14 / gy g,

SVar: Ja.
9. Bestiam konstanten a sa att funktionen

1
fz) = arctan el x#0
a, z=0
blir kontinuerlig i origo. Med a valt pa detta séitt, avgdér om [ &r
deriverbar i origo.



Nér @ gar mot 0 gar 1/2? mot odndligheten. Vi har darfor att lim, . arctan(1/x?) =
/2. For att f ska vara kontinuerlig i origo krivs déarfor att @ = 7/2, ty da blir
lim, o f(z) = f(0). Med detta val av a undersoker vi deriverbarheten. Enligt
derivatans definition &r

— fim arctan(1/h?) — 7/2
h—0 h
e (—2/1)

= {I’'Hospital}

= lim
h—0

Funktionen &r alltsa deriverbar med derivata 0 i origo.

Svar: a = m/2, funktionen &r deriverbar med derivata 0 i origo.



