Forelasning 3.

1 Tojningstensorn

I denna forelasning kommer vi konsekvent att anvanda oss utav Cartesisk tensorno-
tation i vilken vi bendmner vara koordinater med (z1,x9,x3) och motsvarande
hastighetskomponenter med (uq, ug, u3).

Betrakta ett litet rektangulért fluidelement som ror sig lings xi-axeln (se figur
1). Hastigheten i z;-riktningen, u;, varierar lings xj-axeln och darfér kommer
elementet att tojas nar det ror sig. Om elementets langd ar dx; och hastigheten
vid den vanstra sidan ar u; sa kan vi approximera hastigheten vid den hégra sidan
med

8U1

uy + 8—37151'1 5 (1)

dar den andra termen &r hastighetsforandringen langs elementet.
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Figure 1: Ett fluidelement to6js langs x;-axeln om dess hastighet varierar langs
samma axel. I det hér fallet t6js elementet ut (forlings) i z; -led eftersom
hastigheten vid dess hogra sida ar storre an vid dess vanstra.

Under ett litet tidsintervall 6t har den vanstra sidan rort sig striackan w0t och den
hogra sidan har rort sig strackan

Ju
Under detta intervall har alltsa elementet forlangts med en stracka
u
ds = a—xi&xﬁt. (3)

(Om és < 0 sa innebér det att elementet har forkortats.) Forlangningen per

tidsenhet och lingdenhet far vi saledes som
8u1
01'1 ’

(4)
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Vi kallar denna storhet elementets linjara tojning utefter x;-axeln.
En inkompressibel fluid har vi tidigare definierat som en fluid for vilket volyms-
mattet (eller volymen) av en materiell kontrollvolym &r bevarat. Vi visade att
8u1 8u2 8u3

v.uzﬁxle@xgjL@xg:O’ (5)

for en inkompressibel fluid. For att ett litet fluidelement ska bevara sin volym nér
det deformeras sa maste alltsa tojningarna utefter koordinataxlarna ta ut varandra.
Om elementet forlangs i en riktning sa maste det forkortas i atminstone en av de
tva andra riktningarna.
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Figure 2: En inkompressibel t6jning bevarar volymen av ett fluidelement. 1 en
tvadimensionell stromning bevaras arean. Om elementet forlangs i en riktning sa
maste det forkortas i en annan riktning.

Ett fluidelement kan ocksa téjas genom att det skjuvas. Betrakta det rektan-
gulédra elementet ABC'D i figur 3, med sidorna dx; och dxs och hastigheten (uy, us)
i punkten A. I punkten C' kan hastigheten i x;-riktningen approximeras med

ou
Uy + —151'2 . (6)
81‘2
I punkten B kan hastigheten i xo-riktningen approximeras med
8U2
—=0xq . 7
(%) + 81’1 T ( )

Eftersom dessa hastighetskomponenter skiljer sig fran motsvarande komponenter
i punkten A sa kommer elementet att skjuvas enligt figuren. Ur figuren sa far vi
att den totala skjuvningsvinkeln dar + 63 per tidsenhet kan berdknas som

do + (55 . 8U1 51’2(5t 4 8U2 (5I1(5t o 8u1 n 8u2 (8)
ot N 81‘2 5.1’2(5t 81‘1 (5I1(5t n 81’2 81’1 )

De linjara och skjuvande t6jningar som ett fluidelement kan genomga kan beskrivas
med hjalp av tojningstensorn
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Figure 3: Ett fluidelement som skjuvas.

Diagonalelementen i tojningstensorn beskriver de linjara tojningarna medan de
ovriga elementen beskriver de skjuvande t6jningarna. For en inkompressibel fluid
har vi att sparet av tojningstensorn ér noll

N 0%—

€ii

= 0. (10)

Fran definitionen (9) framgar att tojningstensorn dr symmetrisk,
6ij = 6]'2' . (11)

Som vi vet fran den linjira algebran sa kan vi alltid hitta ett Cartesiskt koordi-
natsystem i vilket en symmetrisk tensor bara har diagonalkomponenter. Detta
systems koordinataxlar kallas for t6jningens huvudaxlar. I detta system beskrivs
alltsa tojningen bara i termer av linjara tojningar utefter koordinataxlarna. I
figur (3) kan vi se att tojningens huvudaxlar ar diagonalerna av det kvadratiska
elementet som skjuvas. Detta visar att linjar t6jning och skjuvning ar relativa
begrepp. Vad som beskrivs som en tojning i ett koordinatsystem, beskrivs som en
skjuvning i ett annat system.



Exempel 3.1

Bestam tojningstensorns komponenter for foljande hastighetsfalt:
a) (u,v,w) = (ay,0,0)
b) (u,v,w) = (ax, —ay,0)
¢) (u,v,w) = (ax, ay, —2az)

Losning

Vi andrar notationen genom
(u,v,w) — (ug,us, ug),
(Zlf,y,Z) - (1’1,1'2,1’3).

Da kan vi latt berdkna t6jningstensorns olika komponenter i de tre fallen:

a) e19 = €9 = /2. (.jvr“iga komponenter ar noll.
b) e11 = a, ey = —a. Ovriga komponenter dr noll.
c) e11 = €99 = @, ez3 = —2a. Ovriga komponenter &ar noll.

2 Spanningstensorn

X1

Figure 4: Tre olika sitt att skira ut ett ytelement som tangerar en punkt P och
motsvarande komponenter i spanningstensorn.

Spanningstensorn, 7;;, beskriver kraften per areaenhet pa ett ytelement. Narmare
bestamt &r 7;; kraften per areaenhet i den j:te riktningen pa ett ytelement vars
normalvektor pekar i den i:te riktningen. Spanningstensorn ar en funktion av
rumskoordinaterna (1, x2, x3) och tiden, med andra ord sa ar den ett tensorfalt.
Ytelementet som vi tdnker oss att kraften verkar pa ar alltsa ett ytelement som
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tangerar den punkt, P, som har de aktuella koordinaterna. I figur 4 ser vi tre
olika satt att skira ut ett ytelement som tangerar en punkt och motsvarande
komponenter av 7;;. Pa varje element verkar en normalkraft som beskrivs av en
diagonalkomponent av 7;; och tva skjuvkrafter som beskrivs av komponenterna
utanfor diagonalen.
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Figure 5: Spanningen pa ett ytelement vars normalvektor n pekar i godtycklig
riktning kan fas genom projektion av n pa spanningstensorn.

Om vi kanner 7;; sa kan vi ocksa bestaimma spanningen eller kraften per areaenhet
pa ett ytelement vars enhetsnormalvektor, n, pekar i godtycklig riktning. Antag
att vi vill bestamma kraften pa rektangeln med sidorna ds = y/dx? + dz2 och dzs, i
figur 5. Vi betraktar ytelementet fran sidan. Ytelementet har enhetsnormalvektor

dJZ‘Q dl’l 0) .

— = 12
T ds (12)

n = (ny,ng,n3) = <
Om ds ar mycket litet, kan vi anta att kraften pa ytelmentet med sidan ds ar
summan av de krafter som verkar pa de tva ytelement som har sidorna dx; och
dxs (se figur 5). Kraften i x;-riktningen pa ytelementet kan da berdknas som

dF1 = Tlldl’gdﬂfg + Tgldxldl’g . (13)
Kraften i z;-riktningen per areaenhet &ar saledes
dF;
Ji= = 71+ naTr - (14)
dzsds

Pa samma sétt far vi att kraften (per areaenhet) pa ytelementet i xo-riktningen &r
f2 =mniTi2 + naTos . (15)

Mer generellt sa far vi att kraften (per areaenhet) i den j:te riktningen pa ett
ytelement med enhetsnormalvektor n = (ny, ng, ng) kan skrivas

fj = nmj y (16>
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dar vi enligt Einsteins regel summerat over i. Genom att projicera spannings-
tensorn pa en enhetsvektor n sa har vi fatt en vektor f vars j:te komponent
betecknas med f;.
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Figure 6: Tva mot varandra liggande ytor A och B som vi har frilagt.

Vi tanker oss nu att vi skar ett snitt genom en fluid och pa sa satt friligger
tva mot varandra liggande ytor A och B som Omsesidigt paverkar varandra med
en kontaktkraft. Vi later a vara enhetsnormalvektorn till A som pekar i riktning
mot B och b = —a vara enhetsnormalvektorn till B som pekar i riktning mot A
(se figur 6). Kraften i den j:te riktningen pa ett arealement dS i ytan A fran ett
motsvarande element i B fas nu som

dF = a;mi; dS. (17)
Motsvarande kraft pa motsvarande ytelement i B fas som
dFjB = bﬂ'ij ds = — QT4 ds. (18)

Alltsa har vi att
dFP = —dF}, (19)

j
vilket ar Newtons tredje lag om kraft och reaktionskraft.

Vi frildgger nu istillet en kontrollvolym vars begransningsyta har enhetsnor-
malvektorn n. Kraften i den j:te riktningen fran den omgivande fluiden pa ett
ytelement dS berdknar vi pa samma sétt som forut

Den totala kontaktkraften pa kontrollvolymen far vi genom att integrera 6ver hela
begransningsytan,

Denna ytintegral kan vi skriva om till en volymsintegral genom att anvéinda Gauss
sats. For en materiell kontrollvolym far vi

87‘,-j
F = /V S dv. (22)
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Figure 7: Den totala kontaktkraften pa en kontrollvolym far vi genom att integrera
kontaktkraften 6ver hela dess begransningsyta.

For en fix kontrollvolym far vi motsvarande uttryck med den enda skillnaden att
Y ér utbytt mot V.

Slutligen ska vi visa att spanningstensorn ar symmetrisk. Detta gor vi genom att
betrakta momentekvationen for ett kubiskt fluidelement med sidan dx. Enligt figur
8 kan kraftmomentet med avseende pa en rotationsaxel genom kubens centrum och
som ar parallell med z;-axeln beraknas som

dx
Ml = 2(7’23 — ng)(dl’)z— (23)
Enligt momentekvationen har vi att
2
My = Lo = p(day* 99, (24)
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dar w ar kubens vinkelhastighet med avseende pa x3-axeln och I; dess troghetsmoment
med avseende pa samma axel. Alltsa har vi att

T23 — T32 = P(d?Q@- (25)
Om vi nu later dx — 0 far vi att
To3 = T32, (26)
och mer generellt
_— (27)

Med andra ord ar spanningstensorn symmeterisk.
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Figure 8: Kraftmomentet pa en kub med sidan dx, med avseende pa en rotation-
saxel genom kubens centrum som ar parallell med x;-axeln.



