Forelasning 4.

1 Eulers ekvationer

Vi ska nu tillimpa Newtons andra lag pa en materiell kontrollvolym i en fluid. Som
bekant sager Newtons andra lag att tidsderivatan av kontrollvolymens rorelsemangd
ar lika med summan av alla krafter som verkar pa kontrollvolymen. Enligt den
integralsats som vi hérledde i slutet av forelasning 3 kan vi skriva tidsderivatan av
rorelsemangden som

dt/puj dy = /pDu] dv. (1)

Generellt kan vi dela in de krafter som verkar pa fluidelementet i kontaktkrafter,
volymskrafter och linjekrafter. Det typiska exemplet pa en volymskraft ar gravita-
tionskraften och det typiska exemplet pa en linjekraft ar ytspanning. I denna kurs
ska vi inskranka oss till att behandla kontaktkrafter och volymskrafter av vilka det
senare endast gravitationskraften. Enligt vad vi tidigare har visat i forelasning 3
kan vi skriva kontaktkraften som
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dér 7;; ar spanningstensorn. For att teckna ett uttryck for gravitationkraften
definierar vi en accelerationsvektor g. Ofta anvander vi ett koordinatsystem i
vilket z-axeln ar den uppatriktade vertikalaxeln. I detta fall giller att g = —ge,.
Men ibland &ar det praktiskt att infora ett annat koordinatsystem och da kommer
uttrycket for g att se annorlunda ut. Gravitationskraften som verkar pa kontroll-
volymen kan vi nu skriva

/V pg; AV, (3)
och Newtons andra lag kan foljaktligen skrivas
D or;
/p Y g / TjdV—l—/vpgjdV. (4)

Detta samband galler for en godtyckligt liten kontrollvolym och darfor maste det
ocksa galla punktvis. Vi far alltsa
Du; _ 107
Dt  pOx;

(5)

For att detta ska bli en anvandbar ekvation maste vi teckna ett uttryck for
spanningstensorn. En fluid i vilken det inte verkar nagra friktionskrafter kallar
vi en inviskos fluid. En sadan fluid ar naturligtvis en idealisering, precis som en
inkompressibel fluid ocksa ar en idealisering. Men i manga sammanhang ar det en
anvandbar idealisering. For en inviskos fluid galler

Tij = —P5ij> (6)



dér p ar det termodynamiska trycket. Uttrycket (6) innebéar att fluidelementen
enbart paverkar varandra med tryckkrafter och att dessa tryckkrafter ar nor-
malkrafter som alltid verkar normalt mot en frilagd yta, till skillnad fran skjuv-
krafter som verkar tangentiellt langs en yta. Minustecknet innebar att tryckkraften
alltid ar riktad innat mot en frilagd yta, d v s i motsatt riktning mot dess enhets-
normalvektor n. Om vi anvénder uttrycket (6) for spanningstensorn far vi

Om vi sétter in detta uttryck i (8) sa far vi

Detta ér i sjalva verket tre ekvationer (j = 1,2, 3) som kallas for Eulers ekvationer.
Om vi skriver ut uttrycket for den materiella derivatan sa kan dessa ekvationer
ocksa skrivas som

Ou, Ou, 1 0dp

och med traditionell vektornotation kan vi skriva

Ou 1
E—l—u-Vu——;ijLg. (10)

+ 95, (9)

2 Bernoullis ekvation

Vi infor nu ett koordinatsystem med z-axeln som den uppatriktade vertikalaxeln,
sa att g = —ge.. For gravitationskraften kan vi anvianda oss av foljande identitet

—ge. = —V(gz). (11)

Foljande vektorsamband galler
u-Vqu(#)—uxw. (12)

dar w = V x u ar vorticiteten. Denna identitet hérleds lattast med hjalp Cartesisk
tensornotation (6vning 1.1). Med hjélp av (11) och (12) kan vi i det inkompressibla

fallet skriva om (10) som
Ju

at%—VB:uxw, (13)
dar vi infort Bernoullis funktion
u-u p
B=—++= ) 14
5 + p + gz (14)

Vi betraktar nu en stationdr stromning for vilken den forsta termen i (13) &r noll.
Ekvationen kan nu integreras utefter en stromlinje. Detta gor vi enklast genom



att skalarmultiplicera ekvationen med med stromlinjens tangentialenhetsvektor e;.
Hogerledet blir da noll, eftersom e; 6verallt ar parallell med u. Alltsa far vi

VB = ——" =
© ds

0, (15)

dar s ar lageskoordinaten utefter stromlinjen. Fran (15) foljer att

B = % + L + gz = Konstant, utefter en stromlinje . (16)
p

Denna ekvation kallas for Bernoullis ekvation.

Exempel 4.1.

En ubat fardas horisontellt pa djupet d och med hastigheten U. Vattnets den-
sitet ar p och trycket ovanfor vattenytan ar atmosfarstryck pg,,. Bestam stagna-
tionstrycket pa ubaten (trycket pa ubatens nos).
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Figure 1: Ubaten fardas till vanster med hastighet U. Men vi betraktar istallet
problemet i ubatens system. I detta system ar stromningen stationar och vattnet
fardas mot ubaten med hastigheten U at hoger.

Losning

Betrakta en punkt A pa samma djup som ubatens nos men langt uppstroms
ubaten. I vattenpelaren ovanfor A rader hydrostatisk balans

Op

5, P9 p pgz + (17)
Randvillkoret ger
p = patm dé Z = 0 :> C == patm 9 (18)
och
P = Patm — P9Z, DA = Datm + pgd. (19)



I ett koordinatsystem som foljer med ubaten sa ar stromningen stationér och
Bernoullis ekvation géller for en stromlinje mellan punkten A och stagnation-
spunkten. Alltsa far vi

pa Lo o

1
= D0 = Patm + pgd + 5pU”. (20)
Exempel 4.2.

Vatten spolas fran en cylindrisk kran med radien ry. Dess hastighet vid utloppet
ar vg. Bestdm formen pa stralen!

Figure 2: En vattenstrale lamnar kranen med hastigheten vy. Aven om stralen
smalnar av nagot kan vi anta att hastigheten ar vertikal och inte varierar med r.

Aven om stralen smalnar av nagot kan vi med god approximation anta att hastig-
heten &r vertikal. Volymsflodet i stralen maste vara konstant, vilket ger ett sam-
band mellan hastigheten v och stralens radie r:

2
”
i =qarjuy = v = (—0> Vo - (21)

r

Pa randen av vattenstralen giller att trycket ar atmosfarstryck och Bernoullis
ekvation tillampad pa en stromlinje som foljer randen ger saledes

1 1
503 = 51)2 +gz. (22)

Fran dessa tva ekvationer far vi stralens radie som funktion av z:

1 1/4
= — . 23
" <1 — 292’/118) "o (23)

Observera att z dr negativ. Ju léngre fran utloppet desto storre &r |z|. Stralen
smalnar alltsa av.



3 Rorelsemangdsekvationen pa integralform

Vi hérledde tidigare momentekvationen (8) genom att betrakta en materiell kon-
trollvolym. Nu ska vi istéllet integrera samma ekvation over en fix kontrollvolym.
Om vi multiplicerar (8) med p och integrerar sa far vi

/vp%dij/vpuing dV:/V

dar M &r kontrollvolymens massa. For en inkompressibel fluid galler att

8uj . 0
pU; 92— 7o, (puu;) . (25)

gﬁj dV + Myg;. (24)

Xy

Nu sétter viin (25) i (24) och skriver om tva av volymsintegralerna till ytintegraler
med hjalp av Gauss sats:

ou,;
/Vpa—tj dV+/Spniuz-uj dS:/Snz‘TideJngj (26)

dar S ar kontrollvolymens begridnsningsyta och n dess utatriktade enhetsnor-
malvektor. Den andra termen i vansterledet kallas for rorelseméngsflodet. Ob-
servera att det ar flodet ut ur kontrollvolymen, eftersom n ar den utatriktade
enhetsnormalvektorn. Den forsta termen i hogerledet ar ingenting annat &n kon-
taktkraften pa kontrollvolymen fran omgivningen. I det stationara fallet kan vi
med vektornotation skriva ekvation (26) som

/Spn-uudS:Fk—l—Mg, (27)

diar F* &r kontaktkraften pa kontrollvolymen fran omgivningen. Denna ekvation
anvands ofta for att bestamma kraften mellan en fluid och en narbelagen kropp.

Exempel 4.3
En vattenstrale traffar under rat vinkel en plan stillastaende platta platta enligt
figur 3. Stralen har ett cirkulart tvérsnitt med radien r. Vattnets hastighet ar U
och dess densitet ar p. Stralen avlankas 6ver hela plattans area som ar A. Det
omgivande trycket ar pgs,, ocksa vid stralens inlopp och utlopp. Bestam

a) Kraften pa plattan fran stralen.

b) Kraften pa plattan fran den omgivande luften.

c¢) Den totala kraften pa plattan.

Losning

a)

Vi frildgger stralen fran plattan. Kraften pa stralen fran plattan kan vi skriva
som —Fe,. Kontrollvolymens begrinsingsyta, S, kan vi dela upp i tva delar:
Sy som ar den yta som gréansar mot plattan och S, som ar den 6vriga ytan dar
atmosfarstrycket verkar. Vi betecknar inloppsytan med D. Momentekvationen i
integralform kan vi nu skriva

/ puu-ndS = —Fe, — / Patmn dS (28)
D S2
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Figure 3: Kraften pa plattan fran stralen &ar lika stor som kraften pa stralen fran
plattan. Denna berdknar vi genom att tillimpa momentekvationen pa integral-
form. S; ar den del av kontrollvolymens begransingsyta som gransar mot plattan.
Sy ar den Ovriga begransingsytan.

dar den sista termen ar kraften fran den omgivande atmosfiren pa den del av
kontrollvolymen som inte gransar mot plattan. En konstant tryckkraft som verkar
pa ett foremal fran alla hall kan inte ge nagon nettokraft. Darfor har vi att

/ Patm) dS+/ PatmN) dS=0 = / PatmN) ds = _/ PatmN1 dsS = _pathe:v
S1 Sz 52 Sl

(29)
Ekvation (28) och (29) ger nu
—pU?mr? = —=F + pumA = F = pU1r* + pam A (30)
Enligt Newtons tredje lag ar F' ocksa kraften pa plattan fran stralen.
b)
Kraften pa plattan fran den omgivande luften ar
D = path ) (31>

riktad till vanster enligt figuren.

c)
Den totala kraften pa plattan maste vara noll, eftersom den befinner sig i jamvikt.

Forutom kraften fran stralen och kraften fran den omgivande luften sa maste det
alltsa finnas en tredje kraft. Exempelvis sa ar plattan fastskruvad nagonstans.



