Forelasning 7.

1 Cirkulation och vorticitet

Ett mycket viktigt teorem i klassisk stromningsmekanik ar Kelvins cirkulations-
teorem, som man kan hérleda fran Eulers ekvationer. Teoremet géaller for en in-
viskds och baratrop fluid. En barotrop fluid ar en fluid for vilken densiteten kan
skrivas som en funktion av trycket, vilket ar ett ganska generellt villkor som myck-
et ofta ar uppfyllt. En inkompressibel fluid &r ett specialfall av en barotrop fluid.
Teoremet sager att cirkulationen

F:LU'etdS, (1)

langs en godtycklig materiell enkel sluten kurva C' i en inviskés barotrop fluid ar en
konserverad storhet. Har ar e; enhetstangentvektorn till kurvan och integrationen
utfors langs kurvan. Att kurvan ar materiell innebar att den i varje punkt har
samma hastighet som fluiden, med andra ord ”foljer den med” i fluidens rorelser.

Kelvins cirkulationsteorem kan ocksa skrivas
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Figure 1: Enligt Kelvins teorem ar cirkulationen langs en materiell kurva, C, en
konserverad storhet.

Enligt Stokes sats kan vi ocksa skriva cirkulationen som
= / w-ndsS, (3)
s

dar w = V x u ar vorticiteten. Integrationen utférs 6ver en yta, S, som kurvan
omsluter och n ar enhetsnormalvektorn till denna yta.

En konsekvens av Kelvins teorem ar att ett stromningsfalt i en inviskos, barotrop
fluid som ar rotationsfritt i ett givet 6gonblick kommer att forblir sa for alla tider.
I klassisk potentialteori gor man antagandet att hastighetsfaltet ar rotationsfritt,
med andra ord att w = 0. Enligt en sats i vektoranalysen kan man for ett rota-
tionsfritt hastighetsfalt, u, definiera en potential, ¢, sadan att

u=Vo. (4)



Inkompressibilitetsvillkoret, V - u = 0, kan da skrivas
V=0, (5)

vilket ar Laplace-ekvationen. I klassisk potentialteori bestammer man hastighets-
faltet, exempelvis kring en vinge, genom att losa Laplace-ekvationen. Randvill-
koret pa vingens yta som man anvander i potentialteori ar att normalkomponenten
av hastighetsfaltet ska vara noll, medan tangentialkomponenten far vara nollskild.
Fluiden tillats alltsa att glida fritt 6ver en fast rand.

I de flesta bocker i stromningsmekanik utgor klassisk potentialteori en vasentlig
del. Teorin ar vacker och ger en del intressanta resultat. Bland annat sa kan
man relatera den totala lyftkraften pa en vinge till cirkulationen runt vingen.
Men teorin har ocksa mycket stora begréansningar och leder till uppenbart felak-
tiga resultat. Exempelvis sa blir det aerodynamiska motstandet (ofta kallat luft-
motstandet) noll kring alla kroppar, enligt potentialteorin. Detta resultat kallas for
”d’Alamberts paradox”, efter den franske matematikern och upplysningsfilosofen
Jean le Rond d’Alambert som forst visade det. Detta uppenbart orimliga resultat
ar en konsekvens av antagandet att fluiden ar inviskos och déarmed fri att glida langs
en rand. I verkligheten kommer viskositeten alltid att vara betydelsefull i ett tunt
skikt nédra en rand. Ett sadant skikt kallas for ett gransskikt. I gransskiktet géller
inte Kelvins cirkulationsteorem och darmed kan man inte anta att vorticiteten &r
noll i gransskiktet. Tvéartom sa ar vorticiteten mycket betydelsefull i gransskiktet.

2 Gransskikt

Vidhéftningsvillkoret som sager att hastigheten ska vara noll langs en fast rand
medfor att en fluid kommer att bromsas upp kraftigt nara en fast rand. Vid
stromning lings en slank eller stromlinjeformad kropp kommer den tangentiella
hastigheten att fordndras mycket kraftigt i ett tunt skikt néra randen. Detta skikt
kallas gréansskiktet. Om den tangentiella hastigheten ar u och koordinaten normalt
mot randen dr y sa kommer derivatan du/dy att vara mycket stor i gréansskiktet.
Som vi ska se sa kan gransskiktstjockleken, §, uppskattas pa olika sétt, eftersom det
inte finns nagot absolut sétt att definiera var gransskiktet slutar. Men det faktum
att gransskiktet vanligtvis ar mycket tunt, gor att vi kan forenkla ekvationerna for
stromningen nara en fast rand.

Vi ska forst anvanda oss av Navier-Stokes ekvationer for att uppskatta grans-
skiktstjockleken. Vi betraktar en stromning langs en stromlinjeformad kropp,
exempelvis en vinge, och tanker oss att stromningen lokalt kan beskrivas med
en Cartesiskt koordinatsystem dar x &r den tangentiella koordinaten och y den
normala koordinaten i férhallande till randen (se figur 2). Fristromshastigheten &r
U. Den typiska langdskalan i z-led ar da ldngden av kroppen L och langdskalan i
y-led ar 6. x-komponenten av Navier-Stokes ekvationer kan skrivas

ou ~ Ou  10p Pu  0u

I granskiktet sa ar viskosa krafter viktiga. Darfor maste termen
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Figure 2: Gransskiktstjockleken o ar mycket mindre &n L. I figuren ar § 6verdrivet
stor.

vara en term av ledande ordning i ekvation (6). Om vi ocksa antar att termen

ou

ar av ledande ordning sa ger en grov storleksuppskattning

ou 0?u U? U o 1
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e o7 = T~V = 7 Re , (9)

dar UL
Re = —, (10)

v
ar Reynoldstalet. For de flesta tillimpningar ar Reynoldstalet mycket stort vilket
medfor att 6 < L. Om vi t e x ska uppskatta gransskiktstjockleken i stromningen
6ver motorhuven av en bil som kor i stadstrafik sa kan vi sitta U ~ 10m/s, L ~
Im, v ~ 107°m?/s, vilket ger Re = 10% och § ~ 1073L ~ 1mm. Detta ar
naturligtvis en grov uppskattning.

Det fullstandiga ekvationssystem som beskriver gransskiktet ar Navier-Stokes
ekvationer i tva dimensioner tillsammans med kontinuitetsekvationen

u@jtv%——l@jtu @—I—@ (11)
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Vi ska nu visa att detta system kan forenklas avsevart da Re < 1. Vi gor detta
genom att infora icke-dimensionella variabler som vi definerar pa ett sadant sétt
att de redan fran borjan innehaller information om storleksordningar. Vi later U



och p., vara fristromshastigheten och trycket langt uppstroms gransskiktet. Vi
antar att hastigheten i z-led &r av storleksordningen U och att dp/dx ~ pudu/dx.
Detta ger storleksordingsuppskattningen

Poc — D ~ pU”. (14)

For att uppskatta storleksordningen pa den vertikala hastigheten anvéander vi
inkompressibilitetsvillkoret

ov ou )
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dy ox T ‘ (15)
Med dessa storleksordningsuppskattningar kan vi nu inféra de icke-dimensionella
variablerna
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I termer av de dimensionslosa variablerna kan nu vart ekvationssystem skrivas

ou o a1 P P

el e - el 1
“or T oy’ ox’ + Re 0x'? + oy?’ (18)
1 o'’ o'’ op’ 1 0% 1 0%
= /_ /_ - _ - o= 1
Re <u ox’ v 0y’> oy’ + Re? 0x'? + Re 0y’ (19)
Ju Ov
vy, 2
pe + ay 0 (20)

For stora Reynoldstal kan vi nu bortse fran alla termen av storleksordningen Re™*

och Re~2. Om vi atergar till dimensionella storheter kan da systemet skrivas

ou ou 1dp 0u

Op
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Den andra ekvationen (22) sdger att trycket inte beror av y-koordinaten och darfor
ar konstant genom gransskiktet. Eftersom trycket inte beror av y sa har vi ersatt
partialderivatan, dp/dz, med motsvarande ordinéra derivata, dp/dz, i ekvation
(21). Tryckgradienten kan uttryckas med hjilp av fristromshastigheten, U, som
ar hastigheten vid grénsskiktets rand. Fran Bernouillis ekvation far vi

2

U
% + 76 = Konstant , (24)

langs en stromlinje vid gransskiktets ovre rand. Detta ger

1
dp U dU,
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Randvillkoren for granskskiktsekvationerna ér

u(z,0) =0, (26)
v(z,0) =0, (27)
u(x,00) = Ug(z), (28)
u(o, y) = uin(y) (29)

dar u;, ar en initialhastighet som ar given vid en position z.

2.1 Olika matt pa gransskiktets tjocklek

u=0.99U,

Ett matt pa gransskiktets tjocklek fas genom att att anta att grénsskiktet slutar
vid den y-position for vilken hastigheten u antagit 99 % av fristromshastigheten
U.. Gransskiktstjockleken, dgg, definieras da genom sambandet

u(x, dgg) = 0.99U,(z), (30)

dar dg9 utléises ”delta-nittionio”.

Fortrangningstjockleken

Figure 3: Fortrangningstjockleken, d,, ar det avstand som stromlinjerna langt ifran
vaggen forskjuts fran viggen, p g a att vaggen finns dar.

Ett annat matt pa gransskiktets tjocklek ar att definiera den som det avstand, d,
som en stromlinje langt ifran vaggen har fortrangts eller forflyttats ut fran vaggen
pa grund av inbromsningen. For en plan platta ar U, = U inte ar en funtion av x.
Fran masskonservering far vi da (se figur 3)

h h+0% h
/U®=/ umwwz/u@mw+@U, (31)
0 0 0



dér vi utnyttjat att u(z,y) ~ U da y > h, eftersom h ligger langt fran véggen.

Om vi later h — oo far vi
oo U
5*:/ <1——)d, 32
; 77 ) do (32)

vilket ar definitionen av fortrangningstjockleken.

Rorelsemangdstjockleken

Som vi har tidigare har sett sa ar det totala rorelsemangdsflodet 6ver en kontroll-
volyms rander lika med kraften som verkar pa kontrollvolymen. Om tryckgradi-
enten ar noll far vi for kontrollvolymen i figur 3,

h h+0x
—/0 pU? dy+/0 putdy = —f, (33)
dar 9
z u
f= ) g lumode, (31)

ar friktionskraften i z-led (per langdenhet i z-led) pa plattan. Enligt Newtons
tredje lag sa ar kraften pa fluiden fran plattan lika stor men motsatt riktad kraften
pa plattan fran fluiden, ddrav minustecknet i vinsterledet av (33). Rorelseméngds-
tjockleken, 0, definierar vi genom

f h u? 1 htde

U)o [0-m)o-[O-g)w o

Vi kan nu ersatta den ovre integragionsgransen med co och far da

9:/000%@—%)@. (36)

2.2 Von Karmans integralteorem
Om vi stoppar in (25) i (22) sa far vi

Ou + Ua_u =U % + I/@
Ox oy  “dz oy’

Om vi adderar och subtraherar u(dU./dz) till vénsterledet sa kan denna ekvation
skrivas

(37)

du,  0U.—wu) 90U, —u) 0u
Ue - = V=75
( u) dx o ox v Ay V@yz
dér vi utnyttjat att OU./Jy = 0. Om vi nu integrerar (38) fran 0 till oo, sa far vi
sasmaningom Von Karméns integralteorem
d dU.,
—(U20) + *U.—= = =, 39
35Ut + & (39)
dar 7, ar vaggskjuvspanningen. I labbrapporten som ni ska skriva vill vi ha en
fullstdndig och detaljerad hérledning av (39).

(38)




