o

Fy,
ZKTHS

VETENSKAP
3@ OCH KONST 9%

™

KTH Teknikvetenskap

SF1626 Flervariabelanalys
Losningsforslag till kontrollskrivning 2
Mandagen den 26 september, 2011

1. Beridkna JJ x?e* dx dy, dir D &r rektangeln 0 < x <2,0<y < 1. 4)
D

LOSNINGSFORSLAG

Integrationsomradet #r en rektangel och darfor verkar det vara lampligt att berdkna dub-
belintegralen som en upprepad enkelintegral. Sett till omradet spelar det ingen roll om x
eller y integreras forst, men integranden verkar vara enklare att integrera i y forst,

2 1
J'J x2e dx dy = de x2e™Y dy
D Jo 0
(2 xy qy=1
e y
=| dx x* [ —]
X y=0
r e* 60
= x2<— - —) dx
0 X X

=| x(ef=1)dx.

Denna enkelintegral beriknas sedan med en partiell integration,
2

2 2
J x(e*—=1)dx = [x(ex—x)]o—J 1-(e*—x)dx

0 0
2
=2(e-2)-0- | - 1|
0
=2e"—4—(—1.22-("-0)
=2 —4-e*+2+1

=e?—1.



2. Givet funktionen f(x,y) = (x + y)(x — y + 1) som ir definierad i omradet —1 < x < 1,

-1<y<1.
a) Forklara hur det pa forhand gar att veta att funktionen antar ett storsta och ett minsta
virde 1 omradet. §))
b) Bestim det storsta och minsta virdet av f(x, y) i omradet. 3
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a) Eftersom funktionen f(x,y) dr ett polynom dr den ocksa kontinuerlig och vidare
ar omradet —1 < x < 1,—1 < y < 1 en kompakt mingd (sluten och begrinsad).
Da dr det garanterat att funktionen f antar ett storsta och ett minsta virde i omradet
(sats 1.4 1 kursboken).

b) Funktionen f(x, y) antar sitt storsta och minsta virde i en av foljande punkter:

1. inre stationéra punkter,
2. punkter pa randlinjerna, eller
3. hornpunkterna.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Ten inre stationdr punkt dr f; = f = 0, vilket ger ekvationssystemet
fi=2x+1=0,
f,=-2y+1=0,

som har 16sningen (x, y) = —%, %).

2. Randen till omradet bestar av fyra rita linjestycken som behdver undersokas:

e Pi linjen x = —1 #r funktionen lika med f(—1,y) = —y? 4+ y och vi far
fram mojliga extrempunkter genom att sitta derivatan lika med noll,

d
—f-1Ly)y=-2y+1=0 < y:%,
dy

vilket svarar mot punkten (x, y) = (-1, %).

e Pilinjen x = 1 antar funktionen virdena f(1, y) = 2 —y?+y och d& ser
vi direkt fran foregaende fall att den enda mojliga extrempunkten finns
iy = % dvs. 1 punkten (x, y) = (1, %).

e Vidare, pa linjen y = —1 #r f(x,—1) = x> + x — 2 och genom att sitta
derivatan lika med noll fas

d
—f(x,y)=2x+1=0 < x=-3.
dx

=

Detta ger punkten (x, y) = (—%, —1).



3
e Pi den sista linjen y = 1 #r f(x,y) = x* — x och foregiende fall ger
att x = —% ar den enda mojliga extrempunkten. Alltsa, punkten (x, y) =

~L ).
3. Omradet har fyra hornpunkter (-1, —1), (-1, 1), (1,=1) och (1, 1).
Jamfor vi funktionens virde 1 de framtagna punkterna
fEDH =0, f(=L-D=-% f(-11)=0,
f-1L3) =3 fl(=5D=-; f(1-1)=0
fA,H=3 f=1,-H=-2, f(11)=2,

ser vi att storsta virde dr % och minsta virde dr —%.

3. I en simbassédng finns ett halvcirkelformat
fonster D med radie R och vars medelpunkt
befinner sig pa djupet h, dir h > R, en-
ligt figuren. Infors ett koordinatsystem som
i figuren sa ges den kraft som vattentrycket ol
utdvar pa fonstret av / , \

F = H (po + 0gy) dx dy,
D

dar p ar lufttrycket vid vattenytan, ¢ dr vatt-
nets densitet och g dr tyngdaccelerationen.
Bestim kraften F. @)

-
-4
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Infor vi poléra koordinater centrerade kring punkten (x, y) = (0, h),
X =rcoso,
y=h+rsinb,
sa kan fonstret beskrivas som
0<r<R och n<0<L2nx.

(T#nk pa att y-axeln pekar nedat.)



Areaformen dx dy blir densamma som vid vanliga polédra koordinater, r dr d6, och kraft-
integralen blir dirmed

F = J (po + 0gy) dx dy
JJD

= J (po + 0g(h + rsin®)) r dr do
JJD

R 2

= rdr J (po + ogh + ogrsin0) do

JO V.4

rR 2

=| rdr [(po + 0gh)6 — ogr cos 0]
Jo

R
= r((po + ogh)m — 20gr) dr

Jo
R

= | 1(po + ogh)zr® — §0gr3]
L 0

= 1(po + ogh)nR*> — 20gR’.

Svar:
1. e2—1

2. Storsta virde = % och minsta viarde = —

3. F = 5(po+ 0gh)mR* — 30g R’
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