Figur 12.1. Mycket av
den moderna musiken
framstills med hjilp av
synthesizers. Fram till
omkring 1983 var dessa
analoga, men direfter har
de digitala helt tagit dver.
Bakom utvecklingen av de
digitala syntarna ligger
en matematisk analys

av hur ljud framstélls.
Med denna som grund .
utvecklades tekniken vid
Stanforduniversitetet och
gick sedan rakt in i Yama-
ha DX-7, den forsta helt
digitala synfen.
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12. Musik, bilder och matematik

Vi har i kapitel 5 sett hur matematikens tal och alfabetets bokstdver represen-
teras binirt med nollor och ettor. Men hur bar man sig 4t for att bindrt repre-
sentera minskligt tal, musik och bilder? Hur kan man lagra musik som nollor
och ettor p& en CD-skiva, och hur kan man aterskapa musiken ur dessa nollor
och ettor? Och hur kan man genomfora lagringen s att den tar sa liten plats
som méjligt (komprimering)? Det handlar det hir kapitlet om. Det borjade
f6r 200 ar sedan med det som kallas Fourier-analys efter upphovsmannen,
fransmannen Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Fourier-analysen
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har idag utvecklats till en effektiv datorbaserad metod {or signalbehandling.
Under senare tid har konkurrerande metoder dykt upp, wavelets (sméavagor,
krusningar) och fraktala metoder. Fourier-analysen och datorn har i grunden
fordndrat var industri och hela vért samhille.

Fourier-analys

Fouriers insats innebér bl.a. att man kan spela ett musikstycke dér man ersatt
instrumenten med en uppsitining stamgafflar och en metod att kontrollera
stamgafflarnas ljudstyrka. Vad innebir detta? En stimgaffel avger en vibra-
tion som fortplantas genom luften och grafiskt kan representeras som en enkel
svingning (enkel ton), som breder ut sig med tiden. P4 ett oscilloskop som

ar anslutet till en mikrofon syns den som en sa kallad sinusvdg (figur 12.2).
Avsténdet fran en topp till ndsta topp pa kurvan ir sinusvigens svingningstid T’
. : i sekunder, vdgléingden (perioden); vigens frekvens anges av 1 /T, antalet
svingningar per sekund, vilket innebdr att nar vaglangden minskar s& okar
frekvensen. Topparnas hijd i figur 12.2 #r sinusvagens amplitud, som anger

vagens [judstyrka.
Figur 12.2. En enkel

\; svingning (sinusvig). Om
| /V\/\/\/ vaglingden 4r T = 1/50
; sekund, dr frekvensen
[ 1/T = 50 svingningar
| Ljud utbreder sig i luft som variationer av tryck och i en mikrofon som en per sekund, 50 Hz (hertz).
elektrisk spdnning. En musikton 4r en periodisk variation i lufttrycket. Tillim-
pat pa musik innebér Fouriers insats att en musikton 4r sammansatt som en
i summa av ett antal enkla svingningar (enkla toner) av den typ som &r illustre-
: rad i figur 12.2; en musikton &r en syntes av enkla svdngningar. I figur 12.3
visas en ton som ir summan av tre enkla sviingningar med olika frekvenser och
ljudstyrka.
) For att kunna ge en exaktare beskrivning av Fouriers insats ska vi anvinda
de trigonometriska funktionerna sin t och cos t som infors i rutan Trigonomet-
riska funktioner. En sinusvdg (sinussignal) dr grafen tilly = Asin(Bt + C)
‘ dir A, B och C ir reella konstanter och ¢ en reell variabel, tiden. Sinusvagens
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Figunr 12.3. Tonen nederst
4r summan av de tre dvre,
enkla tonerna. Kurvan
nederst visar tonens ut-
bredning i tiden och de tre
enkla tonerna visar tonens

uppdelning i frekvenser.,

amplitud (stdrsta virde) dr A (om A > 0), dess period ir T = 2z /B och dess
frekvens éx 1/T = B/2x. Man kan visa att sinusvigen kan skrivas pé formen

¥y = acos Bt + bsin Bt,

ddr a och b &r reella konstanter som beror av A och C. Antag nu att f ir en
periodisk signal, t.ex. en musikton, med period T = 27, dvs. att SU+2n) =
S (1), for alla t. Fourier pastod att d& kan f(f) skrivas som en odndlig summa av
sinusvagor, Fourier-serien for f,

f = % + Z(a,, cos nt + b, sin nt),

n=1

dér a, och b, dr Fourier-koefficienterna for f,

1 27

a, = ~ f (&) cosnt dt
7 Jo
1 2

b, =— S@)sinnt dt
T Jo

Den odndliga summan betyder att vi ska summera termerna (a,cosnt +

by sinnt), dd n gar fran 1 till N, dvs. forn = 1,2,..., N, och sedan 1ita N

ga mot oindligheten. Om f 4r en musikton med period 27 s4 #r tonen summan
av en grundton, termen a, cos nt + b, sinnf fér n = 1, och overtoner, termerna
ay cos nt + b, sinnf for n > 1. Fourier-koefficienterna a, och b, anger styrkan
for sinusvégen a, cos nt + b, sin nt med period 27z /1 och frekvens n /2x. Stora
vérden pd n innebir higa frekvenser. Om tonen har en period 7' som ir skild
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frdn 27 s giller teorin fortfarande men formlerna blir en aning mer komplice-
rade.

Vi infér nu korta, praktiska beteckningar med komplexa tal, e" = cos nt +
i sinnf, dér i dr imaginéra enheten, i = +/—1. Man kan visa att Fourier-serien
dé kan skrivas i komplex form

[ee]

N
— i int _ int
fOy=lim D' el = Y e,
n=-N n=—00
dir beteckningen betyder att vi ska summera c,e” d& n gar frdn — N till N och
sedan 1ata N' g& mot odndligheten, och dér

1 21 X
Cp = — J Fye ™ dt

27[0

ir Fourier-koefficienterna i komplex form. Hir har termen c,e™

amplitud
¢, och frekvens n/2x. Det dr denna form pé Fourier-serien och Fourier-
koefficienterna som vi ska utgd frén i néista avsnitt, Diskreta Fourier-trans-
Sformen.

Man kan séiga att en periodisk signal och dess Fourier-serie #r tva sidor av
samma sak. Signalen f = f(¢) ger information om hur signalen beror av tiden,
av signalens tidsforlopp. Dess Fourier-serie ger information om frekvensin-
nehéllet i signalen. Om f svarar mot en musikinspelning visar f hur musiken
forindras med tiden, men den avslojar inte frekvenserna pé de enkla toner som
bygger upp musiken. Fourier-serien avslojar frekvenserna, men det dr svart
att av dessa frekvenser fi en uppfattning av hur musiken varierar med tiden.

I regel 4r Fourier-koefficienterna sma for termer i Fourier-serien med hga
frekvenser. Det betyder att man ur Fourier-serien kan aterskapa signalen med
stor noggrannhet dveh om man stryker termer med hg frekvens. Man behover
alltsa bara berikna ett litet antal Fourier-koefficienter. Detta visar sig i sin tur
betyda att det ricker att ur Fourier-serien berdkna signalen f(¢) (sampelvir-
dena) f6r ett litet antal tidsvérden ¢. Man kan sedan ur dessa sampelvérden
aterskapa f(r) for alla z.

Fourier pastod alltsa att periodiska signaler kan representeras som en oidnd-
lig summa, signalens Fourier-serie. Han gav inget bevis for sitt pastiende men
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Figur 12.4. y = 2sint har
amplituden 2; y = sin3t

har perioden Z%;
y =sin(t - I) ér y = sint
fasforskjuten .

han testade det pa ett antal funktioner. Andra matematiker hade svart att ac-
ceptera Fouriers tankegdng och bl.a. utbrot asiktsutbyte om vad som menas
med en funktion. Manga menade att en funktion #r nigot som definieras av ett
uttryck, t.ex. y = x2 + 1, men om ngot definieras som ert uttryck i ett intervall
och ett annat uttryck i ett annat intervall, s& 4r det inte frigan om en funktion
utan om fvd funktioner. Fourier och en rad matematiker under 1700-talet, bl.a.
Euler, studerade det vi nu kallar Fourier-serier i samband med problem om en
vibrerande string (se kapitel 3) och problem om virmeutbredning. Euler och
Fourier hirledde oberoende av varandra formlerna for Fourier-koefficienterna.

Den definition av begreppet funktion som vi i stort sett anviinder 4n idag
gavs av Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): en funktion y = y(x) ir
given om vi har en regel, vilken som helst, som tilldelar ett bestimt virde till
y for varje x 1 en méngd av punkter. Dirichlet bevisade #ven, for en stor klass
av funktioner, Fouriers pastdende att periodiska funktioner representeras av
sin Fourier-serie. Teorin dr dock komplicerad och har sysselsatt matematiker
dnda in i vara dagar. Cantor inspirerades av teorin fér Fourier-serier nir han
grundlade sin abstrakta méngdléra (se slutet av kapitel 4). Teorin for Fourier-
serier har ocksa varit inspirationskilla for det som kallas funktionalanalys, som
dr ett viktigt hjdlpmedel i matematiken och i olika tillimpningar, t.ex. i den
matematiska teorin for kvantmekaniken.

Vi har beskrivit teorin f6r Fourier-serier for periodiska funktioner som be-
ror av en variabel ¢, men teorin finns generaliserad till periodiska funktioner
som beror av tva eller flera variabler (och &r periodiska i varje variabel). Det
finns ocksé en motsvarande teori for funktioner som inte dr periodiska, men da
ersitts Fourier-serien av en integral, en sa kallad Fourier-integral.

TRIGONOMETRISKA FUNKTIONER

Vi har i kapitel 5 definierat sin v och cos v for vinklar v i en ritvinklig triangel. I fi-
gur 12.5 har vi ritat cirkeln med medelpunkt i origo O och radie 1, enhetscirkeln. Vi
liter ¢ beteckna vinkeln med vinkelbenen OQ och OP. Nir P flyttar sig moturs fran Q
pa enhetscirkeln fir vi vinklar # mellan 0° och 360°.

Vi ska i det hir kapitlet inte méta vinkeln ¢ i grader utan i det som kallas radianer
(bagmatt). Nir P flyttar sig 360° moturs frdn Q lings enhetscirkeln, kommer P tillbaka
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