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SF1624 Algebra och geometri
L dsningsbrslag till modelltentamen

DEL A

(1) Vid lésningen av ekvationssystemet

r1 —3xy +3r3 —4dxy = 1,
%)) +x3 —Xy = 0,
4371 +29 —XI3 —2.’174 = —5,

kommer man genom Gausselimination fram till matrisen

10 008
01 -1 0] 9
00 0 1]-9

(a) Skriv upp den matris som hor till det givha systemet aébrule radoperationer som

kravs for att fa den pa trappform. (1)
(b) Ange losningsmangden till ekvationssystemet. (2)
(c) Tillhor punkten(zy, xs, x5, x4) = (—8,12,4, —9) ldsningsmangden? (1)

Losning. a) Vi skriver forst upp totalmatrisen for systemet medvettikalt streck for
att indikera vad som ar till vanster, respektive till lrb@m likhetstecknet.

1 -3 3 -4 1
0 -1 1 =1 0
4 1 -1 =2|-5

Vi anvander sedan den ledande ettan fran forsta radeat f@iminera i kolonn ett
och far da

1 -3 3 —4| 1

0 -1 1 -1 0

0 13 —-13 14| -9
Vi multiplicerar sedan andra raden med och anvander den ledande ettan for att
eliminera i andra kolonnen. Vi far da

1 -3 3 —4 1

0 1 -1 1 0

O 0 0 1]-9
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Darmed har matrisen hamnat pa trappstegsform.

b) For att finna ldsningsmangden ar det lattast ateada den fardigreducerade ma-
trisen som angivits i problemet. Det ar en kolonn som sakedande etta och vi
introducerar darfor en parameter for motsvarande batieDe variabler som har
ledande ettor i sina kolonner kan darmed l6sas ut ochrvi fa

ry = —8,
To = 9 + t,
r3 = t,

Ty = -9.

c) Vikan kontrollera om det ar en losning genom att satialet ursprungliga systemet,
eller i det eliminerade systemet. Satter vi in det i det sefér vi

I :—8
To—z3 =12—4=8+£09
Ty = -9

och vi ser att det inte ar en losning eftersom den andrateen inte ar uppfylld.

[
Svar:
b) Losningsmangden bestar av dia, z,, x3, 74) = (—8,9+t,t,—9), dart ar en reell
parameter.

c) Nej, (=8, 12,4, —9) tillhodr inte ldsningsmangden.
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(2) (a) Avgor for vilka varden pa parametersom de tre vektorerna
(1—1t,0,1,1), (2,6—1,0,2) och (1,4,1,3)

ar linjart oberoendeR*. (3)
(b) Forklara vad som menas med att tre vektoderiar linjart oberoende. (1)

Losning. a) For att avgora nar de tre vektorerna ar linjart obace soker vi efter noll-
skilda losningar till ekvationssystemet

1-—t¢ 2 1 0
0 6—t 4 0
U Y o [ TA] T o
1 2 3 0
Vi kan berakna determinanten till koefficientmatrisende tre nedersta raderna och
far da
06—t 4 6t 4 6t 4
1 0 1 = 9 3 + 0 1
1 2 3

= —(6—1)-3+2-4+(6—1)-1—0=2t—4

dar vi forst utvecklade determinanten efter forsta kolen. Den enda mojligheten
till nollskilda ldsningar ar darmetl = 2 och om vi satter it = 2 far vi ekvations-

systemet
- +2y +z =0
4y +4z =0
T +z =0

r +2y +3z =0
Nar vi nu anvander Gausselimination pa detta systemifar

- +2y +z =0
49y 44z =0 r =2y —z =0
Y2y 42z =0 { y 4z =0
+4y +4z =0
vilket har losningarnéz, v, z) = s(—1, —1, 1), for s € R. Alltsa ar de tre vektorerna
linjart oberoende precis om# 2.
b) Tre vektorery, v,w i R™ ar linjart oberoende om den enda linjarkombination ande
som blir nollvektorn &0 -z + 0 - 7 + 0 - w, dvs om
a-u+b-v4+c-w=0 = (a,b,c)=1(0,0,0).
0
Svar:
a) De tre vektorernél — ¢,0,1,1), (2,6 —¢,0,2) och (1,4, 1, 3) ar linjart oberoende
om och endast om# 2.
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(3) (a) Bestam egenvarden och egenvektorer till matrisen
1 2
A= <4 3).
3)

(b) Forklara varfor alla egenvarden till en kvadratisétnis, A, maste uppfylla deka-
raktaristiska ekvationeindet(A — A\I) = 0. (1)

Losning. a) Vi borjar med att bestamma egenvardena till matriget. kan vi gora
genom att [dsa den karaktaristiska ekvationkin(A — A\I) = 0. | vart fall far vi

1—A 2
det(A—Al)=| " = .7 ’:(1—)\)(3—)\)—8:>\2—4>\—5
och darmed ar den karaktaristiska ekvationen
AN —4\—5=0

som genom kvadratkomplettering ar ekvivalent med
A=2P2=9 << AX=2%3.

Alltsa ar egenvardenal och5. For att hitta egenvektorerna loser vi ekvationssyste-
men(A — Al )x = 0, vilket i matrisform ar

0

0

2 210 och —4 2

4 410 4 =2
| bada fallen kan vi genom en enda radoperation fa matrésga trappstegsform och
lasa av losningarna sotl, —1), respektive (1, 2).

b) En egenvektor ar en nollskild l6sning tllz = A\z. Vi kan skriva om detta till det
homogena systemet

(A= X)x =0
vilket har nollskilda ldsningar om och endast om determiaa till koefficientmatri-
sen ar noll, dvs om och endast onar en losning till den karaktaristiska ekvationen
det(A — ) =0.
O

Svar:
a) Egenvardena ar1 och5 och motsvarande egenvektorer ar nollskilda multipler av
(1,—1) och(1,2).

Tocksa kallacsekularekvationench skrivs iblandlet (A — A) = 0
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DeEL B

(4) Anvand linjen(z,y,z) = (2,1,—1) + (0,1, —2) och punkten0, 1, 1) for att visa hur
man med hjalp av projektion finner den punkt pa en giverelsgm ligger narmast en
given punkt. (4)

Losning. Vi betecknar den givna punkten métoch laterQ vara en punkt pa linjen. Om
R ar den punkt pa linjen som Iigginarma%‘sé kommer vektori’ i att vara vinkelrat
mot linjen. Det betyder att vekto@ R ar projektionen a¥) P pa linjen.

| vart fall kan vi valjaQ = (2,1,—1) som en punkt pa den givna linjen o¢h =
(0,1,1) ar den givna punkten. Vi far alltsa

QP =(0,1,1) — (2,1,—1) = (-2,0,2)

och vi far projektionen pa linjen, som har riktningsvekto= (0, 1, —2) genom
(—=2,0,2)-(0,1,—2)
(0,1,—-2)-(0,1,-2)
och darmed far vi den sokta punkt&genom

QR = Proj, QP =

—4
(0,1,-2) = ?(0, 1,-2)

R=Q+QR=(2,1,—1)— %(o, 1,-2)=(2,1/5,3/5) = %(10, 1,3).

Svar: Den punkt pa linjen som ligger narmast den givna punkte2,d /5, 3/5).
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(5) Enligten modell for en elektrisk krets uppfyller stnétneni(¢) uppmatt vid jamna tidsin-
tervall en rekursionsekvation

’l.n_’_g :a/l.n+1+b'l.n, n = ]_,2,...

dara ochb ar konstanter. Vid en matning har man matt upp stromnwvénde vid ett
antal tidpunkter och har darmed matdata i en vekigris, . . . , i5). Beskriv hur man kan
anvanda minsta-kvadratmetoden for att finna de vardekopStanterna ochb som bast
stammer dverens med matningarna. lllustrera metodeargett utfora den i fallet da vi
har fem matvardefy,, is, i3, 14, i5) = (1,2,2,1,0) mA. (4)

Losning. Rekursionsekvationen bestar egentligen av ett anta@rbngkvationer. Vi kan
betrakta dem som linjara ekvationer i konstantetrech b om vi har givna varden pa
(11,19, 13, 14, 15). Darmed kan vi skriva upp tre ekvationer:

bil +ai2 = ig
biz +ai3 = i4
big +aiy = i5

Dessal linjara ekvationer ar i allmanhet linjart oberde och det saknas losningar. Daremot
kan vi anvanda minsta-kvadratmetoden for att hitta @arsom ligger sa nara en losning
som maoijligt.

For att hitta en sadan losning behover vi att skilnadelian hogerledet och vansteledet
ar ortogonalt mot det rum som spanns upp av kolonnerndiigmmtmatrisen. Detta vill-
kor kan vi skriva somA’(Ax — B) = 0, dvs vi vill Idsa ekvationssystemef Ax = A’'B.
| vart fall har vi att

1 1 1 2 2
is iy 2 1 0

Darmed far vi att normalekvationen ges av
1 2 2 L2 b
29 1) (22 -
2 1) \°
9 8\ (b
(35 () -6

Med Gausselimination, eller med Cramers regel kan vi l&sat@onssystemet och far
b 1 9 =8\ (4 1
()5 36 - =
O]

Svar: De konstanter som passar bast med de givnha matdata i rkivestigatmening ar
a=22/17~ 1,29 ochb = —12/17 ~ —0, 71.

N
DN =
DN DO
— DN
~__
O =N

dvs
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(6) (a) Forklara vad som menas med att en avbilddirfgan R3 till R? ar linjar. (1)
(b) Bestam matrisen med avseende pa standardbasemfiingea avbildningl” fran
R3 till R? som uppfyller

1 0 0
r(0)= @) o1)= (1) o (o) -(2).
-1 2 1
3)

Losning. a) En avbildningdl” fran R3 till R? ar linjar om det for allaz ochw i R? galler
att
T(u+7v)="T(u)+T(v)
och for allaz i R? och alla reella\ galler att
T(\u) = \T'(u),
dvs att7 respekterar addition och multiplikation med skalar.
b) Vi kan formular problemet som att vi soker den mattisom uppfyller

1 00
A010:<213).

1 92 1 3 -1 4
Vi kan invertera3 x 3-matrisen genom Gausselimination:
1 00[1 0O 1 0 0[1 0O 10 0j1 00
0o10/010)}~1010(01O0(}~101T0(0 10
-1 2 1]0 0 1 0 2 1|1 01 00 111 =21

Vi kan nu multiplicera med inversen till hoger och far
A (2 1 3) (1) (1) 8 _ (5 -5 3)
3 -1 4 1 —9 1 7 -9 4

Svar:
b) Matrisen for avbildningen med avseende pa standaediis

5 —5 3
A‘(? -9 4)'

Var god \and!
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DEL C
(7) Vi har tva baser R? givna av
1 1 0 1 2 3
F= 11,10],1(1 och G = 21,131,111
0 1 1 3 1 2

och kanner till att en basbytesmatris mellan baserna ges av

0 21
T=(10 2
210

(a) Det ar ofta svart att komma ihag at vilket hall basiygar. Red ut detta genom
att anvanda matrisen ovan for att bestamma koordinatesiativt baserf’ for den
vektor som har koordinaterria, b, ) relativt baserG. (2)

(b) Bestam matrisen for det omvanda basbytet. (2)

Losning. a) Vikan prova at vilket hall basbytesmatrisen fungeemam att ta de forsta
basvektorerna i de tva baserna. Dessa har koordinatérfia)) relativt den egna
basen och basbytesmatrisen overfor denna vektor till

0 2 1 1 0
T=|(1 0 2 0] =11
2 1 0 0 2
Som koordinater relativt basdnsvarar detta mot
1 1 0 1
O- (1] +1-{01+2-11]| =12
0 1 1 3
medan det i base@¥ svarar mot
1 2 3 8
oO- |2 +1-[(3]+2-11] =15
3 1 2 5

Alltsd omvandlar matrisen koordinater fran bageill koordinater i basenF. Vi
kan darmed ta vektorn som har koordinatefmg, c) relativt baserG och fa koor-

dinaterna relativt basef’ genom att multiplicera med den givna basbytesmatrisen

till vanster:
0 21 a 2b+ ¢
1 0 2 bl =1a+2c
210 c 2a+ b
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b) Vi kan fa det omvanda basbytet genom att invertera denagbasbytesmatrisen.
Detta kan vi gora exempelvis genom Gausselimination:

0 2 1(1 00 10 2|0 10
102|010 |~ 0 2 111 00
210 0 0 1 —-410 -2 1
10 210 1 0 2 -z L4
~1 01 —410 010 % —% %
00 9|1 001 & 3 -2
Alltsa ges det omvanda basbytet av matrisen
1 -2 1 4
T'=-14 -2 1
I\1 4

O

Svar:
a) Basbytesmatris€éf omvandlar koordinater relativt baséntill koordinater relativt
basenF'.
b) Basbytesmatrisen for det omvanda basbytet ges av

-2 1 4
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(8) (a) Forklara varfor egenvektorer som hor till olikgeavarden till en symmetrisk matris

maste vara ortogonala mot varandra. (2)
(b) Bestam en symmetrisk matris med egenvardehach4 och dar(4, —3) en egen-
vektor till det forsta egenvardet. (2)

Losning. a) Omu ochv ar egenvektorer som hor till olika egenvardgmch i, kan vi
beraknau! Av ochv! Au pa tva olika satt:

uAv = vt = pu - v
men samtigt har vi
u'Av = (W' Av)t = v' Ay = v" Au = v du = Mo'u = v - u,
dar vi anvant atid’ = A for en symetrisk matrisl. Eftersomu - v = v - u far vi en
motsagelse om - v # 0 och A # . Alltsa maste: - v = 0 om \ # .
b) Eftersom vi soker en symmetrisk matris och egenvarderaika maste egenvek-

torerna vara ortogonala. Darmed maste egenvektorndilbddra egenvardet vara
t(3,4). Vi kan nu skriva upp en ortogonal matris med hjalp av degganeektorer

efter att vi har normaliserat dem. Eftersof, —3)| = /42 + (=3)2 =5 = [(3,4)|

far vi
1/4 3
P‘5<—3 4)

Om A ar en symmetrisk matris med dessa ortonala egenvektarermaatt P~ AP =
P'AP = D, darD ar en diagonalmatris med egenvardena pa diagonalemarMilsa
ut A som

1 /4 3\ (=1 0\1/4 -3
— t _ _
aerors (G D856 7

- i 4 3 -4 3\ (20 60 _1 4 12
95\ =3 4 12 16/ \60 55/ 5 \12 11
Svar:

b) En symmetrisk matris med egenvardehoch4 och egenvektof4, —3) med egenvarde

—lgesavd =1 (142 g)

0
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(9) Enellipsi planet med centrum i origo kan ses som en nivakurva till esdkatisk form,
dvs losningarna till ekvatione®(x, y) = k for nagon kvadratisk forry(x, y) och nagon
konstantk. Om vi efter ett ortogonalt koordinatbyte skriver ellipsegkvation pa den
kanoniskdormen

u? 0P

2 el

dara > b > 0, kommer den att som bredast va&rai storaxelriktningeroch som smalast

2b i lillaxelriktningen

(a) Bestam ekvationen for den ellips som hat 5v/2 ochb = 5 och som har storaxel-
rikningen(1,7). (3)

(b) Avgor om punkter{0, 7) ligger utanfor eller innanfor denna ellips. (1)

Losning. a) Vivill till att borja med finna den kvadratiska formen sdrar egenvarden
1/a* och1/b?, dvs1/50 och1/25. Egenriktningen som hor till det mindre egenvardet,
1/a?, ar(1,7), och eftersom egenvektorer till olika egenvarden argotwla far vi
den andra riktningen til{7, —1). Vi kan stalla upp det ortogonala basbytet som

Pl )

eftersom de bada vektorerfig 7) och (7, —1) bada har langd/72 + 1 = /50. Vi
kan nu fa matrisen for den kvadratiska formen med dessavagien och egenvek-

torer som
1 L 0 1 7
_ t_ 1 50 1
a=ror=gs(c ) (F 0)w )
(17 1 0\ /1 7
T 502 \7 —1 02 7 —1
L (17 1

502 \7 —1 14 —2

1 (99 =T

- 502\ =7 51
Vi kan darmed skriva ekvationen for ellipsen som
9922 — 14zy + 51y* = 2500

i de ursprungliga koordinaterna.
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b) For att avgdra om punkten, 7) ligger i eller utanfor ellipsen ser vi pa vardet av den
kvadratiska formen:

99-02—14-0-7+51-7>=51-49 = 50° — 1 = 2499

Den kvadratiska formens varden vaxer for stdnrey) och darmed mast@, 7) ligga
inuti ellipsen efterson499 < 2500.
U

Svar:
a) Ekvationen for ellipsen @922 — 14xy + 51y% = 2500.
b) Punkten(0, 7) ligger inuti ellipsen.




